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NEURCITY INTEGRAL

V této prvni kapitole se budeme zabyvat zakladnimi ttvahami integralniho poétu.
V diferencidlnim poctu je zndmo, jak kaZdé elementirni funkci piitadit jeji derivaci.
P1i feSeni mnoha matematickych, fyzikalnich a technickjch problémi potfebujeme umét
fesit problém obraceny; to jest k dané funkci nalést takovou funkci, jejiZ derivace je rovna
dané funkci. A pfesné toto je ndplni prvni kapitoly téchto skript.

Primitivni funkce a neuréity integral

Definice. Rekneme, Ze funkce F(z) je primitivng funket k funkei f () na intervalu 1,
jestlize pro vSechna x € I je F'(z) = f(z).

Poznamka. Pokud se inferval I rovna defini¢nimu oboru funkce f(z) nebo pokud in-
terval I neni v néjakém tvrzeni podstatny nebo je ze souvislosti jasné, o jaky interval
se jednd, budeme ¢asto hovofit kratce pouze o primitivni funkei k dané funkei. Jestlize
interval I obsahuje néjaky krajni bod «, pak v rovnosti F’(a) = f(a) pfedpokladime
derivaci jednostrannou, to jest derivaci zprava ¢i zleva podle toho, zda bod @ je pravym
¢1 levym krajnim bodem intervalu I.

Nyni se budeme zabyvat otdzkami, které po zavedeni tohoto pojmu nutné vznikaji,
a to otazkami, zda je primitivni funkce urena touto definici jednoznaéng, ke kterym
funkctm existuje, a pfipadné jak néjakou primitivni funkei k dané funkei nalézt.

Méme-li napfiklad funkeci f(z) = cosz, tak jist8 ihned étenafe napadne, %e funkce
- F(z) = sinz je k ni primitivni. Navic vidime, Ze funkce F(x) neni jeding s touto vlast-
nosti, protoze napfiklad derivace funkece G(z) = 3 + sinx je také rovna cosz, a tedy
funkce G(x) je primitivni k funkei f(z).

V tomto piikladé se dvé nalezené primitivni funkce li#i pouze o konstantu. Otazkou
zistavd, zda to tak je vidy. Odpovéd na tuto otdzku je kladni. Stadi si vzpomenout
na Lagrangeovu vétu z diferencidlniho poétu, kterd fikd, Ze md-li spojita funkce f(z)
derivaci na intervalu 7 a jsou-li a, b € I, & < b, potom existuje bod ¢ € (a,b) tak, Ze
je &g:%(“—) = f'(c). Z tohoto tvrzeni ihned plyne, %e funkce, kterd mé na intervalu I
derivaci rovnou 0, je na tomto intervalu konstantni. Jsou-li F(z) a G(z) dvé primitivni
funkce k té%e funkei na néjakém intervalu I, pak zcela zfejmé je (F'(z) — G(z)) = 0,
a tedy F(z) — G(z) = C, kde C je néjakd konstanta. Toto tvrzeni vzhledem k jeho
vyznamu zformulujeme jako vétu.

Véta. Je-li F(z) primitivnd funkci k funkci f(x) na intervalu I, potom ka¥dd primitivni
funkce k funkci f(x) na intervalu I je rovne F(z) + C pro néjekou konstantu C.

Casteéné, ale dostatednd silné, fefeni otdzky existence primitivni funkece je obsaZeno
v nésledujici vété, jejiz dikaz je naznaden v kapitole Uréity integral.
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Véta. Je-li funkce f(x) spojitd ne intervalu I, potom k ni na intervalu I vidy existuje
primitivni funkce.

Mnoginu viech primitivnich funkei k funkei f(z) (na intervalu I) budeme oznacovat
symbolem

[ f(@ydz

a nazfvat neurditym integralem funkce f(z) (na intervalu I). Skutecnost, ze F'(z) je
primitivni funkei k funkci f(z), budeme symbolicky vyjadiovat takto:

[f(a:) dz = F(z) + C.

Konstantu C naz§vame integraéni konstantou. Slovo neurdity budeme nékdy vynechavat
a hovofit pouze o integralu.
Napiiklad skute¢nost, Ze funkce sinz je primitivni funkei k funkei cosz, budeme vy-
jadFovat zapisem
f coszdz =sinz + C.

Na obr. 1 je zobrazeno nékolik primitivnich funkei k funkei f(z) = cosz.

Y

e
/\/\//V/\\

OBR. 1: Primitivni funkce k funkei f(z) = cosx

Pozniamka. Pochopitelné, Ze stejnou skutetnost vyjadiuje i zapis f cosudu = sinu +C

a 1 jiné zapisy lisici se pouze symbolem pro promeénnou. Poznamenejme, Ze symbol dz
(piipadné du atd.) v sob& obsahuje oznadeni proménné funkce f(x), kterou integrujeme,
a pochopitelné také funkce F’ (z), kterou integraci ziskdme. Proto neni moZno v Zadném
piipadé tento symbol vynechavat. Je nedilnou soudésti zavedené symboliky. Ve skutec-
nosti méa symbol dz hlub&i vyznam; o tom se zminime pozdéji.

V n&kterjch piipadech budeme pouZivat trochu modifikované zapisy, napiiklad misto

1 dx . P
/ — dz miiZeme pouzit zapis f —, misto ] 1 dz pouZivime zpis f dz. V Zadném pii-

T z
padé oviem nelze pouZivat misto ] 0dx zapis ] .

Nyni obratme pozornost k problému, jak nalézt primitivni funkci k dané funkci a nebo,
coZ je totéz, jak nalézt integral dané funkee. Adkoliv, jak ji¥ vime, ke kaZzdé spojité funkci

existuje primitivni funkce, nemusi byt (a také obvykle neni) jednoduché ji nalézt. Do-
konce primitivni funkce k elementéarni funkci (a elementarni funkce jsou spojité) nemusi
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byt elementarni, a tedy ji nelze vyjadfit jako soucty, nasobky, podily a skladani za-
kladnich elementérnich funkei. Naptiklad je mozno dokézat (co% neni jednoduché), Ze
primitivni funkce k funkeim zadanym tak jednoduchym pFedpisem jako napr. y = e_xg,
y = sing?, y = S‘% nejsou elementarni. Hledani integralfi je tedy podstatné obtiznéjsi
nez urcovani derivaci funkei. Nicméné v nékterych piipadech je tento problém pomeérné
snadno Feditelny. Upozornéme zde na velkou vyhodu procesu integrovani, kierou je moz-
nost kontroly pomoci derivovani nalezené primitivni funkce.

Obdobné jako jsme na zakladé znalosti faktu, Ze derivace funkce sin z je cos z, dostali

vztah f cosz dz = sinz+C, miZeme dostat i nékteré dalsi vatahy. Viechny tyto zékladni

integracéni vzorce si uvedeme v nasledujici tabulce:

poatl | 1
/a:o‘dm:a_l_l—l—(:’,a#ﬁl; /Edm:1n|m|+0;
a”® '
/amdac:——l—C'; /ewdm:em+0;
Ina
fsin:rdw:—cosa:+0; /cosa:da::sinac—l-c;
1 1
dz =tgz + —— do = —cotgz + C
cos? sin“
1 _ ) o 1 B _
ﬁd$—arc31nx+ ; 15 22 dz = arctgz + C;

de:z::C; /dm:aH-C.

Poznamka. U téchto vzorcit jsme neuvadéli intervaly, ve kterjch vzorce plati. Jsou to
intervaly, na kterjch maji obé strany rovnic smysl. Napfiklad funkece arcsin je primitivni
funkci k funkei ﬁ%ﬂ na intervalu (-1, 1), funkce In z je primitivni k funkci < na (0, co)
a funkce In(—2) je primitivni k funkei —3; na (-o00,0). Upogoriiujeme, #e platné jsou také
vzorce

1 i
/1 g dz = —arccotgz + C, resp. fﬁ de = —arccosz 4 C.

Ovétte, Ze skutetné plati: arctgz + arccotgz = %, Tesp. arcsinz + arccosz = 7

Bezprostfednim disledkem linearity derivovani je platnost obdobnych pravidel pro
integrovani. Za pfedpokladu, Ze existuji integraly na pravé strand rovnice, plati:

f(f(:z:) + g(z)) de = /f(:r;) da::l:/g(ac) de;
obdobné pro libovolnoﬁ konstantu K je
/Kf(:c)dm :K-ff(x)dx.

Vyse uvedené zakladni vzorce pro integrovani a tato dvé pravidla nam umoznuji nalézt
integraly nékterych dalSich funkci. UkaZme si to na nékolika p¥ikladech.
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3 _
Priklad. Uréeme /E—ﬁil dz.
x

Nejprve si funkci, kterou méme integrovat, upravime do tvaru vhodnégjsiho pro inte-
grovani, potom vyuzijeme linearity integrovani a pravidlo pro integrovini mocniny .
Dostaneme

3 1 1 1 3
/E——6§+—daz:/($2—6+—) d:c:/a:zdx)fi/dmi—/—dm:—m——ﬁa:-l-
T T z 3

+In|z| + C.

Viimnéme si, Ze jsme integraéni konstantu nepsali po kazdém integrovani, ale pripsali
jsme ji a# ke kone¢nému vysledku. Tuto drobnou nedfislednost budeme tolerovat i na-
dale. Integraéni konstantu budeme zasadné piipisovat az na zaver vypodtu. V dalsich
piikladech jiZ feSeni nebudeme komentovat. Zdtivodnéte si podrobné jednotlivé kroky.
322 — 2
z2+1

3% — 2 3(z24+1) -5 1
/$2+1dx:/ ] d:c:3/da:—5/$2+lda::3-a:—5-arctg:c+C.

Piiklad. Uréeme f(:c4 + 3)2 dz.

dx.

P¥iklad. Uréeme f

.9 5
/($4+3)2 dz = /(a:8+6:1:4+9) dz = /178 d:c—|—6/934 da:—!—Qfd:r: = %4—6-%——!—99: + C.

. . cos 2
Piiklad. Uréeme ] ———dz.
cosZzsin“x
2 2
cos 2z cos*x — sin“ dz dx
]——TQ—d:c:/ — d:c:/ — —/ 5 = —cotgx — tgx + C.
cos? rsin® x cos? xsin® x sin® Cos” T
v « 1
Priklad. Uréeme f —————dz.
cos? rsin“x

1 sin? z + cos® dzx dx :
/-a—fgwda;:f —5 dmz/ 5 +/—_2—:tg:c—cotg:c+0.
cos? xsin” x cos? rsin“ z cos“ & sin”

Piiklad. Urceme f sin’ gdm.

[ d;oswdmzf(5_00§$) da::5/1d$’§/cosmdw:§-$—5'31D5+G-

Nasledujici piiklad je dilezity.- Vénujte mu zvysenou pozornost.

Piiklad. Uréeme [tgzx dz.

2 2
1 - 1
/tgzxd:r::/mnwda::fﬂdx:f dw—/dzztg$—$+0.
cos? x cos?z cos? x

Procviéte si upravu funkce na tvar vhodny pro tzv. pFimé integrovani na nasledujicich
prikladech.




Piiklady k procvideni
Vypoctéte nasledujici integraly:

1) /(8:1:7+\3/_—4)d:13;

3 /(5$'ﬁ+2-\1/5§
5) f:vz(Q—:z:)zda:;

7) f(lm)z dz;
) dz;

(23 —3.2%) du

- e
9) /e (2+ -

11)
13) B dx;
2
cos? x

1
7= dz;
cos2x — cos? T

1

15) — 3003:1:4—1) da;

17)

\\\\\

cotg 2z de;

sindxy

da;

Vysledky

1) 2® + 3Vt — 42 + C;

3) 2 \/_~—a;“ln|$|+C’;
5) 3% — m4+§+0;
7)

9)
11)
13)

2e” — ——I—C
1333m_ 1322£+C
s (5) 6

16) 2tgz — 3sinz + z + C;
17) cotgx + C;

19) —cotgz —z + C,

21} 4sinz + C;

23) 2arcsinz + C;

25) —L tarctgz + C;

) dz;
x

ﬁ+4-ﬁ+§-v$3+0;

NEURCITY INTEQRAL

) (o
4f +1)(x— Ve +1)dz
2
10)/ %i5 emd:c;
@ [ f;
14)]2 -3
)/(551n$+81n2$—2)d:c;

18) f (Sm Y 4 cos g) da;

1+cos a:

2
24) /”’ + ~ da;
_ 2
26)/ vi-a® .
V1 — 22

—%_:I—Q-\/E—i—a;-l—c;
Vb + 2+ C;

—1 -2Injz|+z+C;
51n|cc|—l—e$+C’;

e + 3 3:—|—C’

e (9)° + 4

1 (1\® _ 1

mz(3) —m3(3) +C
—bcosx — cotgr — 2x +
xz—cosx + C}

20) %tg$+%$+0;

22) 12z + arccotgzx + C

24) a:—f—arctga:—!—G’;

26) 2arcsinz — 4 In|z|+ C

2)
1)
6)
8)
10)
12)
14)
16)
)
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Integrace metodou per partes

Dosavadni moZnosti integrace, které vyuZivaly pouze zakladni integraéni vzorce a li-
nearitu integrovani, nam umoznily hledat integraly pouze pro znaéné omezeny okruh
funkei. Jelikoz neexistuji pravidla analogicka pravidliim pro derivovani soudinu, podilu
funkei €i sloZené funkce, musime nalézt néjaké jiné metody pro vypodet neuréitych inte-
gralt. Prvni takovd metoda je zaloZena na znalosti pravidla pro derivovani souéinu dvou
funkei u(z}, v(x), které zni:

(u(@) - v(2)) =v'(2) - v(z) +ule) - v'(2).

Za pfedpokladu, Ze funkce u'(z), v'(x) jsou spojité (pak funkce u{z), v(z) jsou také
spojité; proc?), dostavame rovnost

w'(z) (@) = (w(z) - v(x)) -~ ulz) (),

ktera po integraci obou stran pifechdzi v rovnost

/u’(m) ~v(z)dz = u(z)  v(z) — /u(x) - () dz.

Tuto rovnost budeme nazyvat vzorcem pro integrovéani metodou per partes. Vzorec
totiz umoznuje prevést vypocet daného integralu na vypodet integralu jiného, ktery muZe
byt pro vypocet vhodnéjsi ¢i jednodudsi. Proto se také tato metoda nazyvd metodou
integrovani per partes {(po ¢astech). Jeji pouZiti si nyni ukdZeme na nékolika typickych
piikladech.

Prvni typickou situaci pro pouziti metody per partes je vipodet integrali typu

z% - Inz dz pro libovolny exponent & # —1. Pro a = —1 je moZno také pouZit metodu

per partes, ale to vede k drobné komplikaci.

Priklad. Urcéeme / zt - Inzdz.

Nejprve je tieba zvolit néjaké funkce u a v tak, aby platila rovnost v’ - v = z* - Inz.
P¥irozené volby, které se ihned nabizeji, jsou v’ = z* a v = Inz nebo v’ =lnz a v = z*.
Pfi prvni volbé vede pouzZiti metody per partes na vypocet integralu / u - v dz, kde u

73

4 napf. u= Z,av = % V druhém piipadé

je n&jaka primitivni funkce k funkei v’ = 2
vede metoda na vypocdet integralu / u -2 dz, kde u je n&jaka primitivni funkce k funkei
Inz a v’ = 423. Vidime, %e druhd volba by ndm situaci nefesila, nebot doposud neumime
pocitat / Inz dz. Naopak pfi prvni volbé je vypodet pozadovaného integralu snadny.

Budeme proto postupovat podie prvni volby. Dostaneme:
5 5

5 1 o 1 5
/$4-lnmd$:%lna:—/%-Ed:c:%—lnm—gfa:"‘da::%lnx—%-l-a

V dalsich prikladech jiz volby funkei za u', resp. v nebudeme komentovat. Budeme
vSak vidy pouZivanou volbu za funkce v a v psat do fefeni piikladu ve formeé jakési
vsuvky, ktera bude také vidy znamenat nasledujici rovnost

U= .. v

u'=... U’z: ‘ = w(z)  v(z) — /u(:[;) () dz.
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Nyni si najdeme integral = jedné ze zakladnich elementarnich funkci, a to z funkece
Inz.

Priklad. Uréeme j In zdz.

flnacd:r::

Obdobné lze nalézt primitivni funkee ke viem logaritmickym funkcim log, z. UkaZme si
to na prikladé dekadického logaritmu log .

=1 wv=Ingzx

_ /1
u=r v=:

_:ac-ln:c—/gda:::c-lna:—/da::a:-lna:—:v—l—C’.

Priklad. Uréeme / log x dzx.

flog zdr =

w'=1 wv=log z

—z =1l
u=r v T xinl0

T Hh
=z-log z— dz=z-logz— — 1 (.
crosw /:ElnlO R ™ T i

- VSimnéte si obratu, ktery jsme pii Fedeni pfedchozich dvou prikladd pouzili. Funkci In z,

resp. log z, jsme si vyjadfili ve tvaru 1 - In z, resp. 1-log z. Tento ,trik” si zapamatujte,
pouzijeme ho i pozdéji pii vipodiu jinych integrald.

Postup, ktery jsme pouzili p¥i vypoétu integrilu [ In 2 dz, je mo#no s malou modi-
fikaci pouZit 1 pfi vypoétu dalsich podobnych integralii.
Ptiklad. Uréeme /ln (z +5)dz.

=1 =] 5]
/ln(a:—|—5)da::'u v=In(z+5) :(m+5)-ln(:c+5)—/$::__5d.’c—
x

u=x+5 v’:ﬁg
=(xz+5) - In(z+5)-z+C.

Zde jsme béhem vypoétu udslali dalsi »irik”. Za (n&jakou) primitivni funkei k funkei
w' =1 jsme nevybrali v = z, ale vhodnéjsi funkci v = z + 5.

Druhou naprosto typickou situaci pro pouziti metody per partes je vipodet integrala
typtt /P(:E) - sin z dz, fP(:E) coszdr a [ P(z) a®dz (specidlng /P(’L) -e¥ dz), kde

P(z) je libovolny polynom. P¥ vypoctu integralti t&chto typu se vyudiva skuteénosti,
Ze se pii derivovani polynomu snizuje jeho stuperi. Metoda se pousivd tak dlouho, aZ se
7z polynomu stane konstanta.

Nasledujici pfiklad vyzaduje pouZit metodu per partes dvakrat.

Priklad. Uréeme f 2% - sinz dz.

/mz-sina)dx =

:—xz-cosmﬁ—[

u'=sin x v=x?

u=—cosr v'=2
w=cosx vw=2z
u=sing v'=2

rcosx + 2x -sinx +2cosx + C.

= —xz-cosa:+/2$-cosa:dsc:

= —sr:2-cos:c+2:1;-sina:—/2sina:da::

= —_‘1’;2

Priklad. Urceme f z? . % dz.

/a:s-e”’da::

=% . % _ (33:263"""—/63:-8“’(:133) :333-e“’"*3932-em+/6w-e$d$:x3-e’”—3:ﬂ2-e"”—l—

3 uw'=e® 1y =32

u=e* =6z

uw'=e® y=x

3 x 2 T 3 T
=z"e"— [3x° %dg = x° % —
u=e® ¢'=3g2 /
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u'=e* y=62
u=e* u'=6
46z -e* — 6e” + (.

:$3-e”’—33:2-e$+63:-e$—/6e“’d$::ﬁ3-e$—3$2-e$+

Dalgi typickou situaci pro pouZiti metody per partes je vypodet integralil typt
a® - sinxdz, f a® - cos z dz, kde se integruje souéin dvou funkci, které se derivovanim
¢i inbegrovanim prilis nelisi. Nejprve si ukazme piiklad.

Priklad. Uréeme / e -sinxdzx.

/eI csinzdr =

uw'=e®* wv=cosz
u—=e® Y'=—sinz

w'=e® y=sinz

c 4 =e" -sinz — [e* cosxdr =
u=e* v'=cosx

=¢% . .sinz — :ew-sinx—em-cosw—/e“’-sina:da:.

Vypodet plivodniho integralu jsme tedy pfevedli na v¥podet tiplné stejného integralu,
co% by mohlo vést k domnénce o marnosti tohoto postupu. Postup viak marny nebyl,
podivame-li se pouze na pocatek a konec vypoétu. Dostavame rovnost

fe‘“ -sinzdz =e* -sinz — e - cosz — /e”“ -sinz dz,

ze které snadno dostavame rovnost

2 /e“’ -sinzdzr =% -sinz — e% - cosz.
Odsud jiz bez problémi ziskdvame visledek

T : 1 T . T

e’ - sinzdr = §(e -sinz —e” - cosx) + C,
o jehoZ spravnosti se pfesvédéte zkougkou.
arctg
14 22

f sinzdza / cos” z dz. P¥i vipottu poslednich dvou integralll pouzijte znamou identitu
2

Inx
Doporuéujeme obdobnym zptisobem uréit / —dz, / dx, / sinz - cosz dz,
x _

sin“x + cos?x = 1.

Vypocet integralti metodou per partes si procvicte na nasledujicich piikladech.

Ptiklady k procviéeni

1) /(2$+1)-e$d.’r; 2) f:nQ-e””d:a:; 3 /(1—3:)-2‘”(:13:;

4) /5$-3mdl‘; 5) /\/E-lna:da;; 6) /:C-In(:c—l)d:r;
Inz Jinz
7} /?dﬂs, 8)] NG da; 9) /Glna:da:,
10) /211’]235‘(155‘; 11) /($3+5IB) ‘Inz?dz;  12) f:c-sin:nda:;
13) /(23:+ 3) - cos z dz; 14) /352 - cos z dux; 15) /(:1:2 + 4z — 5) - cos x dz;
16} /cosﬂ(ln:c) dz; 17) f2e“" - cos z d; 18) /2m-arctg:¢:dx;
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19) /a: - arccotg x d; 20) /12 23 - arctg z dz.

Vysledky

1) 2z —1De®+C, 2) (z° — 20+ 2) &® + C;

3) 5 (g +1—12) 2+ C; 4)@—3($1n3—1)3“’+0;

5) 2vVad (lnz—2) + C; 6) 52 In(z — 1) - $(a? + 2z) + C;

In@+1 : :

7) —RIEL 4 O 8) 6z (Inz—2)+C;

9) 6(xInz — )+ C; 10) 2z In®z — da Inz + 4z + C}
11) (5a*+52%) Inz — 32* — 222 + C; 12} sinz — zcosx + C;

13) (2z + 3) sinz + 2cosz + C; 14) z%sinz + 2z cosz — 2sinz + C;
15) (z* +4z —7) sinz + (22 4 4) cosz + C; 16) 3@ (cos(Inz) + sin(lna)) + C;
17) e*(sinz +cosz) + C; 18) (z* + 1)arctgz — z + C;
19) 24l arccotgz + £ + C; 20) (3z* — 3)arctgxr — 23 + 3z + C.

Integrace substituci

Druh4 integraéni metoda, o které se zminime, je metoda substituéni a je zaloZena
na znalosti derivovani sloZené funkce. Jsou-li F(t) a g(z) funkce majici derivace a je-li
definovana slozena funkce F'(g(x)), pak plati: (F(g(2))) = F'(g(z)) - ¢'(z). Jinymi slovy
to lze vyjadiit nasiedujicim zplisobem.

Véta. Necht F(t) je primitivni funkce k spojité funkei f(t) na intervalu J, necht g(x)
je spojitd funkce na intervalu I a necht pro vSechna z € I patii g(x) do J. Potom funkce
F(g(z)) je primitivnd k funkei f(g9(z)) - ¢'(z) na intervalu I.

Pouzijeme-li tuto vétu pfi vypodtu integralu, budeme fikat, Ze jsme pouili substituci

g(z) = t. Symbolicky lze tento postup znazornit takto:

[t -g@ao=| , D= = [16@=r0) = rg@) +o

Pfi v¥poctu nahrazujeme vyraz g(x) novou proménnou ¢, vyraz ¢'(z) dé:, co# je diferen-
cidl funkce g(z), vyrazem df, coZ je diferencial proménné ¢. Potom vypodteme / f(t)dt,

tj. ziskdme funkei F'(¢), a nakonec, protoZe chceme mit vysledek ve stejnych proménngch
. jako zadani, dosadime zpé&t misto proménné ¢ vyraz g(z) a pFiddme integraéni konstantu.

Poznamka. Pravé uvedeny postup substituce pfi vypoctu neuréitého integralu je mozno
také zobecnit na substituce tvaru g(z) = h(t) (a odsud plynouci rovnosti diferenciald

g'(z)dz = A'(t) dt) za pfedpokladu, Ze je moZno provést posledni krok, kterjm je vyja-
dfeni promenne t pomoci z; toto je moZné, je-li funkce h(t) prostd. Potom je
t = h1(g(x)). Symbolicky lze tento postup vyjadfit zapisem:

[t g@do=| , SO = [0y W@ = r0) = P @) +

Substituéni metodu vypoctu integrald je vhodné pouZivat, pokud potfebujeme nalézt
integrél funkce, kterd je aZ na nasobek (ktery lze vytknout pfed integril) soufinem n&jaké
funkce argumentu g(z) a derivace g’(z). Pro lepdi pochopeni si tuto metodu ukéZeme na
nékolika ilustrativnich pfikladech. :

C.
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Ptiklad. Vypoétéme [sin®z - coszdz,

Jeliko# diferencial funkce sin z Je cosz dz, bude pro Fegeni tohoto pfikladu vhodnd sub-
stituce sing = ¢.

: — t4 o4
/sin3:1:-cos:1:d:c: Sin &=t ’:/tﬁdtzzzmzw—l—a

cosrdzx=dit

Priklad. Vypoétéme /33: &% da.

JelikoZ je diferencial funkce 22 roven 2z dz, povede k cili substituce 22 — £.
3
/3z-e$2dm= :—/etdtzéet:§em2+0.

2 2 2
Zkuste tento piiklad vypoditat pougitim substituce o*° — t.

xi=t
2odr=dt

Dalsi tii pfiklady jsou typickou situaci pro pouziti substituéni metody pfi vypodtu inte-
grali typu ff(aa: + b) dz za predpokladu, e umime urcit ff(t) d¢.

Priklad. Uréeme / sin 5z dax.

. Sr=t 1 ] cost COS DT
/smSzdm— 5dx=dtl —g/smtdt———5~ = — 5 + C.
Ptiklad. Urdeme f (3z — 7)5dz.

/(3:6 ~ T dx =
Pyiklad. Uréeme f tg? (2:,: - 3) de.
4
w <2 o
T 2r — —=¢ i 1 fsin“t¢ 1 1 —cos*t
t22——)d: == [tg¥tdt == dt:—/—-—dt:
/g (::: 4% Zdi:dt 2/g dt 2/coszt 2 cos? ¢

<3 () = dost0 -3 e 7))

:%-tg (2:5—%)—3:—]—0.

3z-T=t | _1 (g 1 ¢ 1 6
dezdt(_gftdt_g-—_—-(&c—?) +C.

Abychom ilustrovali, %e ureni vhodné substituce nermusi byt jednoznaéné, vypodi-
tame nasledujici piiklad tfemi riznymi zplisoby, které se 1i§ pouzitou substituci. Zdo- -
vodnéte si jednotlivé substituce a ovéite spravnost vSech t¥i, na prvni pohled riznych,
vysledkii. Vypoctéte tento piiklad také metodou per partes. :

Priklad. Uréeme f 2sinzcoszdz.

sing=t | _ .2 .9 )
cosxdx:dt(_/%dt_t =sin“z + C}

/ZSinxcosxda::
2sinzcoszrdz = .COS:E:t = —2tdt=—t2:—coszm+0;
—sinrdx=dt

. ) 2=t sint cost cos 2x
/281n$cos:cd:c—fsm2md:c—’2d$:dtj—f—é—dt_——z——* 5 + C.
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Pokud méme integrovat funkei, ktera je rovna zlomku, jehoz ¢itatel je (a% na nasobek)
roven derivaci jmenovatele, maZeme postupovat tak, Ze poloZime jmenovatel roven nové
proménné. Dostaneme:

;_’((?d f,(mgg:g;iitl:/%dt:1n|t|:1nlf(w)l+0-

Vzhledem k ditlezitosti tohoto vysledku doporu¢ujeme si ho pamatovat jako vzorec

€T =

Py

V nésledujicich piikladech tento vzorec pouzijeme. Sledujte pozorné jednotlivé kroky
vypocth a pouZité algebraické a goniometrické upravy.

‘Pt¥iklad. Uréeme f cotg x dz.

/cotg:vda: = /cosmdm = In|sinz| + C.

sin

bx

Priklad. Vypo&téme / 5 dz

— g2 )

bx 5 —2z )
de=-2 [-ZZ de =29 — 22+ C.
/9_2:2 x 2]9—1‘2(11: 2n|9 £E|+C

V nasledujicich tiech p¥ikladech se na prvni pohled zda byt pouZiti vzorce nemozné,
protoze zcela evidentn& neni &itatel nédsobkem derivace jmenovatele. Jednoduchymi al-
gebraickymi tipravami je vak moZno tohoto stavu dosidhnout.

Priklad. Uréeme /

z-lna
1 i
/ dx:/ *—dz =In|lnz| + C.
z-Inz Inz
Priklad. Uréeme / ! dzx
' v1—22. arcsinzg

1
1 NG

/ dmz/l*,mzhdlenmrcsinaﬂ%—a

v1—x? . arcsing arcsin x

1
Priklad. Vypoéiéme f ]

+ e

f I f L f g f — de=—ln(e" 1) 1O
—_ . — = — r = — e .
1+4e® 1+e* e 2 e+ 1 “ e T +1

Pokud bychom v n&jakém piiklads davali substituci za v3e, co je pod néjakou odmoc-
ninou, potom doporudujeme udslat substituci za celou odmocninu, substituéni rovnoss
umocnit a z této rovnosti poditat rovnost piislusnych diferencialé. Usnadni nam to po-
nékud préci. V éem? A nyni, jako obvykle, par ilustrativnich p¥ikladi.

et APt e b A i e
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Priklad. Urceme /J: -4 — zde.

vd—ax=t
/;1:-\/4#a:dcc: 4 — x=t> :/(4—t2)-t-(—2t)dt=—f(8t2—2t4)dt—
—dz=2tdt

8 2 2
= —§t3 + gtf’ = fg(\/al —x)® + g(\/4 —z)° +C.

Piiklad. Urceme fsinsc /2 —coszdx.
V2 — cosx=t 9 9 "
sinz- V2 —coszdz =| 2— cosx=t2 :/t-2tdt=§t3:§(\/2—cosx) + C.

sin x dz=2¢ dt

S1+Inzx

x

Priklad. Vypodtéme f dz.

3
T v1+Inz=t 3
f_*_n":dxz 1+ lna=t3 =ft-3t2dt=Zt4:;(31+1n$>4+0-
T 1 dp=3t*dt
arctgz

Inz . e
Nyni si vypottéte substituéni metodou integraly f ——dz a 1Tra2 dx, jejichz
T T

vypolet jsme vam doporuovali na zaveér &4sti pojednavajici o integraci metodou per
partes. Porovnejte oba zplsoby a uvédomte si, 3e substituéni metodu je moZno pouZit
In* x

dz

nejen pro vypodet téchto integrald, ale i pro vypoéet vSech integrali typu [
arctg “x
1+ z2
Dalsi naprosto jasnou a typickou situaci pro pouZiti substituéni metody je vypocet
dvou nasledujicich typt integrili. Tyto integraly bychom bez spravné volené substituce
neurd¢ili. Jsou to typy:

da pro libovolné redlné ¢islo .

1 1
/—-——az e dz a /ﬂ__#—az —3 dzx,

kde a, b jsou néjaks kladnd éisla. V obou piipadech pouzijeme pii vypoctu substituci
br = at. Dostaneme

1 br=at 1 1 1 ' 1 -
/a? + b2 dz = ‘bd:c:adt\ " ab fmdt = parctgl = parcte - OF

. b:c:at 1 1 1 : 1 . bz
/mdm - ‘bd:}}zadtl b /ﬁ dt = 3 arcsmt = b arcsin — +C.

Tuto substituci si jesté procvi¢ime na dvou piikladech.

1
Piiklad. Uré _
Fiklad. Uréeme / 5 4 dz
L 20=3t 1 1 1 1 9
/9+43:2 de = ‘stczBdt B afl—Hidt— g arctgt = garctg +C.




NEURCITY INTEGRAL 17

P¥iklad. Uréeme f \/Tl__g dz.
i

1 - 1
/ Nore sar| = / i 4t = aresini = arcsing +C.

dz=3d¢
Na zavér si ukaZme je$té dalsi typickou situaci pro mo#nost pousiti substituéni metody
pii vypodétu integralt. UkaZme si, jak je mo#no nalézt integraly typu

dzx =

f sin” z - cos™ zdz, kde n, m jsou celd nezdporna d&isla,

K teSeni lze vzdy dospét dodrZovanim nasledujiciho navodu:
1. je-li n liché, pouzijeme substituci cosz = t a vzorec sin’ z = 1 — cog? x;
2. je-li m liché, pouZijeme substituci sinz = ¢ a vzorec cos?z = 1 — sin? x;

~ 3. jsou-li obé ¢isla m, n sudé (nebo 0), pouZivame (piipadns opakované) vzorce

. 9 1 —cos2z 9 I+ cos2z
SIN"g = ———— a cos T=—y—.

V pripadé, Ze jsou obé ¢isla n a m lich4, je mo#no postupovat dle bodu 1. i dle bodu 2.

Priklad. Uréeme / cos® z dz.

/0085$d$=f0084$-008$d$=/(l—sin2$)2-cOS:Ed:E: sln z=¢ ‘:

coszdz=dt

2 1 2 1
:/(1—t2)2dt:/(1—2t2—|—t4)dt:t—gt?’—l—gtB:Sinm—gsin3$+gsin5x+0.

Priklad. Urdeme f cos? zdz.

Nejprve si vyjadiime cos* z ve tvaru vhodngjsim pro integrovani. Je

cos’z = (M)z = ! (1+2c052$+cos223:) = 1 (1+20032x+ w) =
2 4 4 2
=3 +50052x+ gcosdccn.
Pri vypodtu pouZijeme substituce 2§£itdt a 4§Z:Zz a dostaneme:
éos'ia;dw = /(g + %(30523: + %costlaf:) dz = ga:wl— i /costdt+ %/coszdz =
= §$~|— Zsint—l— ﬁsinz = §$+ ZSian_'_ 3—231.114:1:4—6'.

3

Piiklad. Urdeme f sin® z - cos® z dz.

fsin3:r-cos5:nd:v = /sinzm .cos” z - sinzdz = f(l—coszm) ccos®x - sinzdz =

18 b cosbz cosbz

:/(l—tz)-t’;-(ﬁl)dt:](t7_t5)dt:gugz -t

Zkuste Tesit tento piiklad za pouZiti substituce sinz = ¢.

cos =t
—sinzdz=d¢

Pochopitelng, méme-H nalézt neurdity integral k n&jaké dané funkci, nelze tvrdit, #e
musime pouZit metodu per partes nebo naopak, e musime pouZit substituéni metodu.




18 INTEGRALNI POCET

Nékteré typy Jze poditat jak metodou per partes. tak metodon substituéni. Integrace
néekterych funkel vyzaduje pouzit obé metody. ale také je mozno se pil integraci obejit
bez obou téchto metod. Ukazme si na zaver této éiasti pét prikladii, pii jejichz vypoctn
je mutno pouzit jak metodu per partes. tak substituci.

Piiklad. Naleznéme [ sin /ax dr.

, V=t .
/Sin viede =1 a=t? = /21‘ -sintdt =

dor=2td¢

u' =sint v=2t|
w=—cost =2 |

= —2t-cost+ /2costdt = _9f-cost+ 2sint = ~2/x - cos VI + 2 - siny/r -+ C.

Piiklad. Uréeme / arctg x dx.

o
arctg v da = = r-arctgx — dr =
/ g da r-arctgr /lﬂtg l

X 1
= r-arctg.e — 5 ) T2 dr = x - arctgxr — Eln(l—l— )+ C

Pro¢ ve vysledku neni In|1 + z%} ?

w'=1 p=arctgr

Piiklad. Uréeme ] | arcsin 2z du.

/ o d w'=1 v=arcsin2x - / 2x g
arcsin 2z dr = 2 =y -arcsin2y — | —————=da =
= T"‘I:T/_’l_—mf J V1= a2
V1 —du?=t | 1t 1
= ¢ - arcsin 2z — 1 — dp2=t? ‘ = 1 -arcsin 2r + / 75 dt = r - arcsin 2x + — -t =
—~8x dar=2t dt| -7 2
1 .
= x - arcsin 2x + 5" V1i—4dx?  C.
T2
Piiklad. Uréeme / Lr)+ da.
Jar* 44
r+ 2 I 2 T 2 1 2
dr = de = lr dr = = — dz+
/.r2+4 ’ /(‘r2+4+ 1‘24-4) l ];1?2+4(1+/.1"3+4 ! 2_/.r?-+4
=2t 1 22 1 5 1 L
. 2% qt = In(2?+4 _ it =
d.r-——Zdt} 5 n(z? +4)+ /4(t2+1)df 5 n{xs+ )+,/(1‘3+1)(
1 1 .
== n (2 +4)—{—alctgt‘*§ In (2% + 4} + arctg 5 + C.
PFiklad. Urceme / -1
i . Urcéem
v 16 — L“
S /(\/—— \ﬁ) = [ et [ e
dr = — da —
16 — = 16 — &2 16 — x2 T2 16 — 22
.1"'4f ‘ 6 — L"‘:lL 4
L 16—z 2=y :/ / du =4 -arcsint + u =
dr=ddi —2zdz=2udu 4-V1- u

=4 - arcsin 7 + V16 — 12 + C.



Priklady k procvic¢eni

1) /(23: — 1)? du;
dz
4 .
) f(Zm—3)5’
7) /cos § da;
10) /cos V5 — 2z da;
13) /23: e H g,
16) /26“’ -cose” dz;
19) /sin3 T - /cosx dx;
v 1
22) / %ﬁf da

arctg 2z
25) / [T 2 dux;

28) fa.rctg V3z + 5dx;
31) /4592 S dz;

dx
34 _—
) ./ V11— 4:32

37 ;
)/\/4 92
4 .
)/8m2+4’
e
d .
13) /4+e2“’ o
f 9cos:1;
dz;
—sm z
/1+2tga;
cos?
/ 1—l—eﬂ3
58)/ 2cos:c -
sin?
61) /sm z dz;
/cos z dz;
- 67) /sm z - cos* z da;

NEURCITY INTEGRAL

2) / V3z + 5dux;

5) /eg"”_ldaz;

fsm Vi + 3dx;
2dx
1
1) /cos2 23,+9
f:z: cos z° dux;
sinz
1
7 fcos?'
20) / In’z da;
T
dz
2 .
2 /:1:-(3—!—111:5)’
d
26) / o ;
arcsin®z - V1 — 22

2
x

2 .

%) /2+:1:3 de;

32) /cosm-e‘“’i”d:c;

%) [ e
) [ 55

41)]@
44)

1—1:

47) /a, (1-|—1n 7,)
50) f‘/Tg'”

SlIl €T

53) /arctg v3 —zdx;
56) /\/E-cos VT dz;

59) /tg-zl—: daz;
2
62)

cos® x dz;
65) [ sinzda;

sin® 2 - cos? z dx;

e S

68)

19

V2 —

) | 7
6) /5 23~ S'Eda:

:cﬁl)dm

2 g .
2

-sin da:

18) /cos z - sin 2z da;
/:c In" CLI

24) / Inz
-v/14+1n 3:
arccos x
2  J——d
") / V 1 — 22 v

30) /arccotg V3z — 4dux;
33) [ . dg;
V(8T + 4)3
d

36) .

' V1 — 822’

39)/ dz_,
9 4 22’

2
42) / i
sin z
45) /1—|—0052 az;
48) j[:vs L1032+ dz;

51) /em - V/3e% — 5da;

arccos f
H4 x;
) NG
57) fe‘/_ dz;

60) [ cotg(3z + 1) da;

63) [ sin®a da;

66) [ sin®xdz;

gin® z - cos® 2 dz.

e S S

69)
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Pri feseud u;isl«.wlnji('irh prikladu pouzijte fibovolué dosud nvedene metody:

INTEGRALNT POCET

- SR . ""_ ‘
T / 71 /sin.r 2+ cosa T2) / ——l N ;
™ / 71 / 2o {sin g + r«‘in.r'g) o 7 / Y j
L2 r , 1
TG / ———-~Lt__:1 7T / (‘2.:' + —) “lnrd / ( — ) s eos e day
vt q— e . A Hlll
7)) /( ) = s0) /m(wtg rda 31 /dl(t;__,il e
N2) /(ll(“-nl adas 33 /zu'(cura.h il.: / rearctg.e” S b
. Y
S0 / 5T <lr 36 ) el cos e,
ST D J ovd - 2
Vysledky
R 11t - ; . - -
1) l_.‘QUJ-‘)__ _t " 2) é\/{(_‘.?‘ + D).{ + (‘
3) ~2T w4 1) —gmrme + C
. A0 i
5) sed 4 6) — 4= + (- .-:
T) 3sing 4+ 8) 2sinvar +3 -2 v +3cos e +3+C
9) — ]7 cos (4o — 1} + (" 10) =5 —2r sinyh — 20— cos Vv 20+ Ch
115 tg (20 +9) + 12) —cotg i, + "
13) e b 14) %hlll re 4+ ("
15} -—i‘c()s.r'l + (" 16) 2sine” + ("
17} o 4+ " 18) —% cos” x4+
195 2 ensd - Joosa — % cos.r o eosa -+ 0 20) % m®r+
21) ——“—h-{.f,_ + (" 22) %\/(l—i—hlfl'J: ("
23) I3+ el + ¢ 24) 31 + (e 20
207 15(11(['{% :5.1‘ -+ C". - 26) —W'— -+ (" )
27) ~§ arccos . arceos .+ (4 28} (@ 4-2)arctg B =0 - \"‘3 R
29) izt 30) (. — )arccotg 3o - . —\fjr e
31) %(J" L 32) ef““ + ("
33) —- 4:4 4+ (" 34) Laresin2a + (7
A\ ot 4 = -
35) aresin == + 36) —% aresin (V&) - (7
v }4-&-
37) 5 aresin 5 = (1 38) qarctg e + C:
39 liaut L H40) ‘/ 11(tg,(\, EIE
41) “‘l‘h“i + " 42) dl(tg,l +
13) Laretg sy + 4d) §aresine? + ("
45} arceotg (cosar) + " 46) 9c11C‘->J.1l s (
17) aretg (o) = O 48) Hmm 105' ("
A0 tga{lb +tgr) " 50) E v (1 — C()tg.?'J“ < _(“___“
511 Li3er = 5) ¢ 3o 5+ 52) 2/(T+e ) -2y i+ o+t
A3) W3 — ~ 4 —r)arctg v3 -+ (" 54) 2/ arccos V'T;— 21— -
55) —2cos o+ () 56) 2rsin Ja + Ay ens - dbsin g 4+ Ch
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5T) 2087 (o — 1)+ B8) 2mgeat 4 ("

59} - 21njcos 3|+ 60} 5 111|‘-\111 (3 + 1) 4

G1) § — =2+ (7 62) %+ r“‘l” + (5

63) M cosa + (" B:t) sin.e “‘" L (Ch

65} ﬂ:——a11121+‘—~.1114:4—( 66)—(05[-#1(03 i—-—(O‘n (O
67) —— -t 4 (0 68) & — Ml 4 (7,

69) s sneoy 70) - - 2\,.1 + (1 + 72+t
iy A:; N '( + Cos .r ) + (" 72) i aresin ™ +

73) _1§( —1)e e 74) sinx — z cos r— %(‘.os PR g
75) In(l+2- )+ s 76) arcsin =1 + C

T7) i — sz + %ln'2 £ 78) — —|— rsiny 4+ cos.s + ("

79) v — 4 In|cosx| +tgx + 80) .rarccotg.y + 5 111(1 47y 4+
81) .rarctgdr — % In(1 + 1622 + " 82) r arcsinr + \/1 24

83) w arccos?:r - i W + " 84) x? cn‘ctg 21 111(1 oty =
85) é In{.e® +5) — =T " 86) arcsin g + \/-1——L——r C:

87) 3- Va2 5111\/_+6\/—cos€f 6 sin &x + C.

Integrace racionalnich funkei
Zavérem kapitoly o neuréitych integralech si ukazeme. jak hledat neurcite integraly
k racionalnim funkcim, které tvoii pomérné sirokou tfidu funkei. k nimz lze vidy nalezt
funkci primitivni.
Racionalni funkei R{x) se rozumi funkce, kterd je definovana jako podil dvou poly-
2 kde P(r)

jsou viechna realna ¢isla a. pro kterad je Q(x)

nomit; tj. R{r a r) jsou OIYHOIHV. Defini¢nim oborem racionalni
Pol) . . ‘
Pla J

funkee R(r) = 575 # 0.
Je-li stupen polynomu P(r) nensi nez stupenn polynomu Q(.r), nazyvame funkci R{ar;
ryze racionalni funkei.

Pro vipocet integrali raciondlnich funkci ma dulezity vyznam nasledujici véta o po-
lynomech.

Véta. Kazdou raciondlni funkci lze vyjddvit jako soudet polynomu a ryze raciondlni
funkce. tj. plati:
P{r) S()
Q(r) ()
kde H(x) a S{2) jsou polynomy a stupen polynomu S(r) je menst nei stupen polynomu
().

Diisledkem této véty je to, Ze staéi umét hledat integraly z rvze raciondlnich funkei.
Toto matematika zna a existuje navod, pomoci kterého lze nalézt primitivni funkee (nebo
integraly) k libovolné rvze racionalni funkeci. Vyzaduje to ale umét najit viechny realne
kofeny polynomu Q(x), co? neni zdaleka jednoduché a ani to neni exaktne resitelué.
Proto se pro jednoduchost v tomto textu budeme zabyvat pouze integraci racionalnich
funkei R(x) = FLU) kde polynom Q(x) je nejvyse druhého stupné (st Q(x) < 2) a jako

Q)
ukézku si ukazeme nékolik prikladt. kdy je st Q{x) > 2

= H(r)+

Nejprve uvazujme piipad. kdy st Q(x) = 1. tj. Q(x) = axr + b pro né&jaka v.b R.

a # 0.
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V tomto pripadé je nalézt /—— dr. kde -1 £ R. velini jednoduché. Staél totiz pougit
substituci e + b = F nebo, coz je totéz, znamy vzorece lfl{ f) dae =1In|f(a)+ (-
Dostaneme /—‘— dr = 2. / dr = 2 . Inler + b|. Tutez substituci je teorcticky
ar+h 7 ) .+ i ' .
MoZno ponzit i pri vypocétu integralu z racionalni funkee R{sr) = M AMobii Iachom
ale mit potize pii vipoétu P( f—f) Ukazme si jeden jednoduchy 1)1"iklad,
.3
oy . T
Priiklad. Uréeme / n e
g

Nejprve priklad vytedime hez rozkladu funkee na polynom a ryze racionalni funkei. Po-
uzijeme tedy ihned substituci c +2 =t.de =t

Copd t— ) -6t + 12t — 8 o, ]
—I——d:r:/-(ﬁ—)dt:/ + dt:/(t«_emz_ a4l -
£+ 2 t t J \ f

£ 2
:-5—3f +12t—8lll|f|—-Q%Lﬁ3f + 22 4+ 12(0 +2) - 8lnir+ 2|+ (.

.i
Nyni budeme postupovat tak, Ze si nejprve rozlozime funkci %5 na soucet polynomu

a ryze lomene 1a(:1011a1n1 funkce. Délenim polynomu 2° polynomen » + 2 dostaneme
voo=2% 2+ 4 — 55 Je tedy

.r.‘+2 r+2

v 5 g O P
/I_'_chlr=/<.r‘—2;l‘+-1—:r+2) d:[r:“3__‘r~_|_4] —8lule i 2{ 4 C.

Posudte sami, ktery postup je pohodIngjsi. Ovéfte, Ze jsme pii obou postupech dostali
stejny vysledek.

Nyni uvaéujme piipad, kdy st Q(x) = 2. tj. Q(x). = a-x* + b- .+ + ¢ pro néjakd
a.b.c € R, a £ 0. UkaZme si jak nalézt /L""” da, kde m.n € R. Postup bude

ard-+hitr
zaviset na tom, zda a jaké realné koieny mna polynom Q{r) = ar” + br + ¢. coz jak vime
zavisi na tom, zda je % — 4ac kladné. rovno 0 nebo zdporné. Ve véech piipadech budeme
postupovat tak, ze si funkei % rozloZime na soucet dvou tzv. parcialnich zlomkd,
jejichz nasledna integrace jiz bude snadna.

. ’ . B R o - . , , -
1. Je-li b* — 4ac > 0, mé kvadraticka rovnice axr? 4 br + ¢ = 0 dva rizné realné kofeny
ry a ry. V tomto piipadé je ax® + br 4 ¢ = a(r — 11 ){(z — ra) a existuji redlna ¢isla A a

B takova. Ze je
ma+n A B

puaamd -+

ar:+brt+e¢ T-rp X —r3

Proto je, jak ihued vidime,

) mx ! A B , ‘
/—.I.,n,? + ”, de = [ dr + / de=Aln|e i+ Blor —ra| + C.
J oars +be+ J o= , £y

2. Je-li % — dac = 0, ma kvadratickd rovnice ar? + bxr + ¢ = 0 jeden dvojnisobny redlny
koten ». V tomto p¥ipads je ar? 4 br + ¢ = a{x — r)? a existuji realna éisla A a B takovi,
Ze je

ax?+br+c¢ ax-r  (r-r)?

me +n A B
+

Pfi v¥poétu druhého integralu pouzijeme substituci » — r =t a dostaneme

x+n A B B
/-w— dr = / da + /— dr=Adlnjr - r| - + (.
ar? + br + ¢ r—=r J (e —-r)? o
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3. Je-li b2 — 4ac < 0, pak kvadratické rovnice az? + bz + ¢ = 0 nema Zadny realny kofen.
Nejprve si itatele a jmenovatele zlomku vydélime é&islem a. Toto délame jen proto,
aby nésledujici vyklad byl co nejjednodussi. Mame najit primitivni funkei ke zlomku

Mz + N " . P\? P .. P’
m.Vyuzuemetoho,zejem2+p:c+q:(:E—|—§) +q—zazeJeq—Z>0.

2
Ovéfte to. Oznaéme R? = ¢ — P Dile si ovéfte, Ze je
4 I]

2oz ta 2 2tomaio 2
z*+pr+gq 2 z4pr+g 2 $+§) + R?

U prvniho zlomku je ¢itatel roven jmenovateli, a to integrovat umime. P¥i integraci

Mz + N M 2 M 1
T+ _ T+p +(N— p)(

druhého zlomku pouZijeme substituci z + g = Rt a nakonec dostaneme
Mz+ N M 9 2N — Mp 2r+ R
—— dz=—1 —r. C.
= B z= n{z* + pz + q) + R arctg 5R +

Postup v obecném piipadé vypada komplikované, ve skutecnosti zjistime, Ze vypoéty
konkrétnich integrélt nebudou nijak moc slozité.

A nyni si ukéZeme, jak teorii aplikovat na konkrétni pripady.

» T — 10
Piiklad. Urdeme f ————dz.
22 — 6z +8
Nejprve si zlomek ﬁi‘)ﬁ vyjddiime jako soudet dvou parcidlnich zlomk. Rovnice

z? — 6z +8 = 0 m4 dva rizné reslné kofeny, atory =2 ary =4. Je tedy 22 — 6z + 8 =
= ( — 2)(z — 4) a podle teorie existuji realna &isla A a B takové, Ze plati rovnost
z-—10 z — 10 A _
2 —6z+8 (v-2)(xz—4) 22 r—4

Pokud obé strany posledni rovnosti vynisobime vyrazem (z — 2)(z — 4), dostaneme
rovnost 2 —10 = A(z — 4) + B(x — 2), ktera plati pro vicchna reslni &sla z. Nyni
si pravou stranu upravime na tvar z —10 = (A + B)z + (—4A — 2B). ProtoZe se dva
polynomy sobé& rovnaji pravé tehdy, kdy?Z se rovnaji koeficienty u jednotlivych mocnin,
porovname koeficienty u jednotlivych mocnin a zjistime, %e musi platit: (A+B)=1a
(—4A ~ 2B) = —10. Odsud dostaneme A = 4 a B = —3. Toto lze ziskat i jednoduseji
tak, Ze do rovnosti z — 10 = A(z —4) + B(z — 2) dosadime = = 2 a 2 = 4. Thned tim
zrovnosti —8 = A-(~2)+B-0a —6=A-0+ B-(—2) ziskdme A = 4, B == —3 a rozklad

— 10 4 -3
mzm— 6018 72 + e To nadm u% umoéﬁuje bez problémit dokondit x_r_jrpoéet.

x — 10 1 1 '
————d :4f dz -3 dz =4In|z -2} - 3Inje — 4| + C.
./592—693-1—8 v z—2 " _/:1:—4 * nle =2 —3nle -4+
2
1
Priklad. Urdeme [ Zﬂ +1 . |
ProtoZe se nejednd o ryze raciondlni funkei, musime nejprve provést potfebné délent
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polynomu z? + 1 polynomem z? — 1. Dostaneme 3:2 + T = 1+ — . Jmenovatel
T4 — z? —
zlomku mé dva redlné kofeny = 1 a 2 = —1, a proto lze tento zlomek rozloZit na
soucet dvou parcidlnich zlomk®
2 -2 A B

_ wz—lz(m—l)(m+1)=m—l+m+l'
‘Odsud dostaneme rovnost 2 = A(z + 1) + B (z — 1), do které postupné dosadime z = 1
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?+1 1 1
21 rz—1 41

azx = —1 aziskime A =1, B = —1. Plati tedy

muiZeme jiZ bez problémi provést integraci.

2 +1 1 1
/532_1 33 /(+3:—1+a:—l—1)d$ fdx+/$_1 /:L'-I—ldw

=z+In|z—1—Injz+ 1|+ C.
vs N 2z -5
Priklad. Uréeme / ——— dz.
z2 — 6z + 9
Opét si zlomek P%ﬁ vyjadiime jako soucet dvou parcialnich zlomki. Rovnice i
2% — 62+ 9 = 0 m4 jeden reslny kofen, a to r = 3. Je tedy 22 — 6z +9.= (z — 3)? a podle
teorie existuji realna ¢isla A a B takova, Ze plati rovnost
dze—5  2z-5 A n B
22 —6z+9 (x-3)% 2-3 (z—3)2 §
Vynéasobime-li obg strany druhé rovnosti vyrazem (z — 3)2, dostaneme ihned rovnost E
2z — 5 = A(z — 3) + B. Z této rovnosti ji¥ snadno ziskdme, Ze je A = 2 (porovnime 3

koeficienty u proménné z) a B = 1 (stadf do této rovnosti dosadit z = 3). Je tedy
2¢ -5 2 1 :

. Nyni snadno dostévéme

22 —62+9 z~3 " (z — 3)? ,
2z -5 _ 1 1 _ r—3=t |
/$2_6$+9d$“2f$ dﬁH—/—-—( _3)2d:r_2ln|a:—3|+ da:=dt'_
1 1
—21n|a:—3|+/—dt——2ln|z—3| - —ﬂ2ln|$-—3| ——§+C'
2 2¢+ 3
Priklad. Urteme [ s
22+ 2z +1 =
ProtoZe se nejednd o ryze racionalni funkci, musime vydélit polynom z3 + 222 + 2z + 3 -
3 f
—|—2x +2z+3 z+3 g
1 2z + 1. Dost = —_— ] tel 4
polynomem z? ;— T+ | ostaneme SR YO =T+ 221 ozt menovate E |
zlomku ———L m4 jeden redlny kofen r = —1, a proto lze tento zlomek rozlodit na
Szt 42241
soucet dvou parcidlnich zlomkd
z+3  x+3 A B

2 +2x4+1  (z+1)2 —33—|-1+(a:+1)2'

Odsud dostaneme rovnost @ + 3 = A(z+1)+ B, ze které thned plyne A = 1 (porovné.nim"-:
koeficientt u z). Dosadime-li do této rovnosti z = —1, ziskdme B = 2. Plati tedy
z+3 1 -2 £ o

z% + 2z + 1 ::E+1+($+1)

3 2
z°+ 2% 4 2x+ 3 1 1 1
/ 1o+l f($+a:+l+(2:+1)2) N /‘” ‘”+/x+1

+/ L —$2+1n[ +l - —— 4
(z+1)2°" 773 v r+1

35 + 5
Prklad. Usteme [ -1 2 g
— b

Zlomek —Q%T‘;i—ﬁ si vyjadiime jako soudet dvou zlomkii. V tomto p¥ipads zjistujermne, Ze-
rovnice :cz —6z+12 = 0 nem4 zadny redlny kofen. V prubé&hu FeSeni tlohy vyuZijeme ale:
rovnosti z2 — 6z +12 = (z — 3)? 4 3. Zlomek % si vyjadiime jako soudet na,sobku'
dvou zlomkd, z nichZ prvni mé v &itateli derivaci jmenovatele a druhy ma v &itateli 1

Dostaneme

. A nyni miZeme jiZ bez problémi provest integraci.

dz+
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3z+5 3z + 5 3 2z — 6 5—-(-9)
a2 —6z+12 22—6z+12 22 —62+12 2 22—6x+12 (z—3)2+3
3  22-6 14 1
2 2 -6z +12 (z—3)2+3

Nyni jiz miiZeme provést vipodet integralu.

3z + 5 3 [ 2-6 1 5
S dt=5 [ dz 14 [ ———dz 6412
/$2“6$+12 ’ 2]$2—6w+12 i /(33—3)2-]-3 = 5 In(z* 62+ 12)+

— 3= \/_t 3 V3 3 2 :
+14 - %—E arctgt = Eln (% — 62 + 12) + 14 - ?arctg \;.3;3
72 + 43 + 2

Pi"iklad. Uréeme fmdﬂ?

' ProtoZe se nejedné o ryze racionslni funkci, musime vydélit polynom z? + 4z + 2 poly-

22 + 4z + 2 2
nomem z2 + 2z + 2. Dostaneme —t—& + —a;. Viimnéme si, Ze tento .
+ 2z + 2 22+ 2¢ + 2

vysledek bylo moZno ziskat i bez déleni. Pro¢? Polynom z?+2z+2 nemd, #4dné realné ko-
feny. Pfesto si zlomek 332+22—“’$+2 vyjadfime jako soudet dvou zlomki, které budou vhodné
pro integrovini. VyuZijeme té%, %e je z° + 2z + 2 = (z + 1)? + 1. Ziskdme nasledujici

2?44z +2 2z + 2 —2
rozklad integrované funkce %_——EE% =1+ =z _:_EQ_; ) + GFDIsl’ coZ umozni

_l_

snadnou integraci.

22 +4dz + 2 2 + 2 2 2% -+ 2
—————dz = 1 d 1d
/:1:2+23:+2 o /(+$2+2m+2+(m+1 —I—l) = / $+/a:2—|—2:1:+2 S

—2 x4+ 1=t
" f dr= In (z? 2
+f($+1)2+1 z=z+In(z*+2+2)+ do— dt

dt = z+1n(z® + 2z +2) ~ 2arctgt = x +In (&% + 22 + 2) — 2arctg (z + 1) + C.

=:c+ln(:c2+2ac—l—2)—|—
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Pro doplnéni si ukdZeme, jak lze nalézt integral z racionélnich funkei, které maji ve
jmenovateli polynom stupné vy#iiho nez 2.

+ [

2 —4x : -
Piiklad. Uréeme f : dz. '
— 1z -2 -3
R |

Jmenovatel zlomku ] ) oy ma tii redlné kofeny, atory =1, rs =2 a r3 = 3.
Proto ho lze vyjadrfit jako soucet tfi parcidlnich zlomkii s nezndmymi &itateli A, B a C

a jmenovateliz — 1,z — 2 a z — 3, tj. je
2~ 4dx A B C

C-Dz-2@-3) -1 z-2"z°T1

Po vyndsobeni obou stran rovnosti vyrazem (z — 1}(z — 2)(z — 3) dostaneme rovnost
2~dx = Az —2)(z—3)+B(z—1)(z—3) + C(z — 1)(z — 2). Dosadime-li do této rovnosti
postupné z =1, x =2 a z = 3, ziskdme A = —1, B =6 a C' = —5. Vypodet integrilu je
jiz snadny.

f($_11)(2$i42:c)(33—3) dm:f(a;—ll T{_$E2+ 93__51') dﬂ?:—/mildw-i—

+6/ dz —5 3d:c:—111|sc—1|—|—611r1|:r:—2|—5111[3:—3|—1—C’.

Tz —2 r—
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3z -1
Priklad. Uréeme [ S da. ¥
r—=T g
Jmenovatel zlomku mé tfi redlné kofeny, a to dvojndsobny kofen r; = 0 a dva jed- 7
nonasobné kofeny ro = 1 a r3 = —1. Funkci lze vyjad¥it jako soucet étyf parcidlnich -3
zlomk. 3
3r—-1 Jr—1 _A+B+ C 4 D
zt—z2  z*z-D(z+1) & =22 z-1 z+U

4

Po vynasobeni obou stran rovnosti vyrazem z* — z? dostaneme rovnost

3z2—1=Az(z — D&+ 1)+ Bz — 1)(z + 1)+ Cx%(z + 1) + Dz?(z — 1), _

Neznamé koeficienty B, C, D dostaneme ihned postupnym dosazenim z = 0, 2 = 1 a 3
z = —1 do rovnosti. Po dosazeni dostdvime rovnice —1 = -8B, 2 = 2C, —4 = —2D,'f
odkud plyne B =1, C =1 a D = 2. Dosadime-1i do rovnosti je§té napiiklad = = 2, ,_f" g
dostaneme 5 = 64 4 38 + 12C + 4D a odsud ziskime, Ze je A = —3. Vypodet integrilu F
je jiz snadny. Je E

3z —1 -3 1 1 2 1. - 1 1
T e (242 dz = -3 [ = dot | =
/a:‘*—aﬁdw /(m+$2+$«1+m+1> ’ /:z: $+/3:2d$+/a:—1d$#"

1 1
+2/ de = —3lnje| — ~ +Inje— 1|+ 2|z + 1]+ C.
z+1 x

24z +3
Piiklad, Urdeme [ % —22+3 4.
(z—1)(z2+1)

Jmenovatel zlomku je soudinem dvou vyrazt (z — 1) a (z? + 1), m4d jeding redlny kofen
r = 1. Funkci lze vyjadiit jako soufet dvou (pozdgji t¥1) parcialnich zlomkd. Vyrazu
(x — 1) odpovidad parcidlni zlomek % a vyrazu (22 + 1) odpovida parcialni zlomek

, 322 — 4z + 3 A Bz + C
ST Je tedy (z -1)(a2+1) z-1 T
vyrazem (@ — 1){z? + 1) dostaneme rovnost 3z2 — 4z + 3 = A(z%+ 1) + (Bz + C)(z — 1).
Dosadime-li do této rovnosti 2 = 1, dostaneme 2 = 24, tedy A = 1. Po dosazeni z =0
ziskdme 3 = A — C a ndslednd C = —2. Dosadime-li rovnosti jeSté jednu hodnotu,
napf. £ = 2, dostaneme rovnost 7 = 54 + 2B + C a nasledné B = 2. Tim jsme nasli
322 ~ 4z + 3 1 2z — 2
(:z:—l)($2+1)—9:—1+:1:2—|—1 )
jesté rozloZime na soufet dvou zlomkd a dostaneme rozklad vhodny pro integrovani, &

32 — Agr +3 . 1 2z -9 - -
z—-1@2+1) =z-1 ter1 T2z provedeme integraci.

32% — 4z +3 dm_/ 1 2@ -2 dm_/ 1
(z—D(2+1) z—1 z?24+1 z?+1 ) z-1

1 .
—2[$2+1dm:ln|a:—1|—I—ln(wz—l—l)ﬂ2arc§g$+C.

. Po vynasobeni obou stran rovnosti

. Posledni zlomek

hledany rozklad na dva zlomky. Je

Na z&vér si ukadZeme jeSté nékolik piikladi, jejichz vypodet bude brzy pfeveden na § |
vypodet integrali z racionalnich funkei. 2

Piiklad. Nalezndme f In (22 — 1) dz.

Vypocet zatneme pouZitim metody per partes a poté udéldme rozklad na parciélni'
zlomky. Dostaneme (ovéite)
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u'=1 wv=In(z? - 1) 9 222 _
u=y v'=fE =zln(z —1)—/3:2_1(:13,_

e —

/ln(a:z—l)dxz

1 1
:a:ln(a:zwl)—[(2+ $+1) da::a:ln(a:Q—l)—Qa;HlnI:c—ll—Hn]x+1|—|—C’.

z-—1
vs " 4e”
Priklad. Naleznéme f ———dz.
e“T —4
Vypodet zacneme ponZitim substituce e® = ¢ 3 poté udéldme rozklad na parcialni zlomky.

Dostaneme (ovéite) _

4em e.’B:t 4 | 1 1
/e2$—4d$_Jemdx:dt'*/tz—zldt‘f(pz —t+2> di =Inft 2|~
—Inft+2|=Inle* — 2| —Inle® + 2| + C.

2
Priklad. Naleznéme [ — dz.
sinzx

‘Nejprve provedeme vhodné algebraické a, goniometrické dpravy a substituci cosz = ¢.
Tim dostaneme '

.2 dx=/2_5i£lxd:v:/ 2sinz do —
sin x sin® z 1-—-rcos?z

coS T=t —2
—sina:d:c:dt(—fl—t2 dé =
1 1
=/(m— t_-l—_1> dt=1n]t—1|—ln]t—|—1|=ln|cosx—1|—Inlcosa:+1|—|—C.

Poznamka. Pokud nékdy budete potiebovat nalézt neur€ity integral funkce sloZit&jsi
nebo jiného typu ne# jsme poznali, je mo¥no hledat pomoc v riznych matematickych pii-
ruckach, kde byvaji uvedeny vice & méné obshlé tabulky neurditych integrals. Existuji
1 velmi obs4hlé monografie s nazvy podobnymi nazvu Tabulky neuréitych integrali. Na-
priklad budeme-li pot¥ebovat znat f vz2 + 4dz podivame se do zminénych tabulek, kde

' 1
lze nalézt vzoree /\/ 22 +a2dg = - ('v V2 + a2 +a%in ’:L‘ + v+ a2D. Dosazenim

2

1
a = 2 ziskime /\/$2+4d$=§ (m-\/$2+4+4]n‘$+\/$2+4])—I—C.

Priklady k procviéeni -

* Nisledujici integraly vypoctéte uzitim rozkladu na parcislni zlomky:

| _ ' 3

1) /$i5da:; 2) fS;tzl dz; 3) /33?:1-!;—1dm;

4 /:Z;—:—?:l dz; 2 /m2$+1 de; 6) /$2$+4d$;

7) -/:32'4_4da:; 8) f(m _ZT)(_;_ % dz; 9) /a%-_:_—id:c;

10) / 3:25_—375;5’?@; 11) / E-{i—wﬁédr; 12) f 4""'";__12;”2:320 dz;

9 [ 0 [ e ) [P e,
3 2

16) /3:—235%3% dz; 17) /:ET:}—ix——l—gdx; 18) /ﬁ%%dm;

% 44z + 3 2z +5 6x + 6
19) fx2+2x+2d$’ 20) /$2+2$+4dw, 21) fa:2+43:+8d$’

e T e T
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3z? —|—a:—|—2 2:c—|—4
22 23 ; 24
)/:c3~:c )/ :c2+:c dz; )/
1 4)d
/cosa;dg” / __3$+1 27) /n(:r +4) dz;
dzx
28) [ —d 29) [ In(z?—x—2)de; 30 .
)/31n4$ v ) n(e® -z - 2)de )/a:-(lnzzr:—]—lna:—ﬁ)
Vysledky
1) z - 5ln|z + 5|+ C; 2) 327—-7111|:13+2|+C
3) :c3—9323+§—%1n|33:+1|+0; 4) lln(sc +4)+ 3arctg £ + C
5) Eg—azﬂ-arctga:-l-c; 6) ——211](3: +4) + C;
7) Injz - 2| —In|z + 2| + C; 8)3ln|9:—2| In |z — 1| + C;
9) 2Inlz| —Injz + 1|+ C; 10) 12Injz — 3| —7In|z — 2| + C;
1nx?+mmm—u—mmx+u+c; 12) 222 —8In|z 3] —4lnj|z — 1| + C

13) sc —In|z+ 2| - 15|z + 4| + C;

15) = —I—91n]:c—3|—131n|3:—~4|+0’

17) arctg(:c+2)—|—0,

19) z +In(z? + 2z + 2) — arctg (z + 1) + C;
21) 31n(z? + 4z + 8) — Barctg T2 + C;
23) 3z+2In|z| - 4ln|z + 1| + C;

25) 2 In(cos?z) + C;

27) z-In(z? +4) — 2z + darctg £ + C;

29) 2z +2Injz—2| —Injz + 1] + C;

14) & 4 2. _dnjz - 2|+ C;
16) 2 —lnle+ 1]~ ;11 +C;

18) 2In (2% + 42 + 5) — 3arctg(:c+2)+0’
20) In (z? +2:1:+4)—l—\/§arctg“’+1+0
22) 41n|2:|-|—ln|:c—1|—5]n|:c-|—1|-|—C'
24) Inlz — 2| — In|z| + C.

26) In|v3z +1— 1| ~In(v3z F1+1)+

28) —lln(sm 4z) + ¢ _

30) 1(In|lmz—2|—In|lnz+3|) + C.

1
1
k|
i

I et
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URCITY INTEGRAL

Tato kapitola je vénovana studiu prvnich aplikaci integrilniho poétu. Budeme se
zabyvat pojmem uréity integral a jeho pouZitim. Pojem urcity integral nent v matematice
pojmem, ktery by byl svym nazven uréen jednoznac¢né. MiZeme se totiZ setkat s nékolika
riznymi definicemi tohoto pojmu 2 tim i s riznymi uréitymi integraly. V literatuie je
mo#no nalézt pojmy jako naptiklad Newtontiv urdity integral, Riemanntv urcity integral,
Lebesguetiv urdity integral a daldi. Jejich odlisnost se projevuje pouze v extrémnich
situacich; plati toti%, #e pokud existuji uréité integraly pro ndjakou funkei a na néjakém
intervalu podle dvou riznych definic, pak se sobé rovnaji. Nebudeme se zde zabyvat
odliZnostmi jednotlivych definic. UkdZeme si pouze dvé zdkladni definice, Newtonovu
a Riemannovu, a pozdéji i jejich ¢asteéné zobecnéni. ’

Riemannuyv uréity integral

Predpokladejme, e mame néjaky interval I a funkei f(z), kterd spliiuje nasledujici
podminky:

(1) je spojita ve viech bodech I s vyjimkou nejvyse kone¢né mnoha bodi v I, ve kterych
existuji obé& jednostranné limity této funkce (tj. zprava a zleva), a jsou vlastni, ale
alespoil jedna z nich se 1i8{ od funkéni hodnoty funkce f(x) v tomto bodé&, nebo funkce
f(z) v ném neni definovana;

(2) funkce f(z) je vzhledem k intervalu I ohraniend (nékdy fikime omezend), tj. existuji
redlna &isla K a M takova, %Ze pro vBechna = € I, pro kterd je f(z) definovano, je
K < f(z) < M.

Poznamka. Pokud funkce f(z) splituje podminku (1), budeme fikat, Ze je na intervalu
I po &astech spojitd. Je-li interval I koneéné délky (tj. = {(a,b}), potom vlastnost (1)
(po &astech spojitd) implikuje vlastnost (2) (omezenost funkce na I). Je to proto, Ze
interval I lze rozdélit na koneéné mnoho intervalii kone¢né délky, na kterych je funkce
spojitd a v krajnich bodech téchto intervali mé vlastni jednostranné limity.
Poznamenejme jestd, Ze funkce, ktera je po éastech spojitd na intervalu I = {a, b}, nemusi
byt v krajnich bodech intervalu I a v nékolika vnitinich bodech definovana. Napfiklad
funkee y = arctg% je po &astech spojitd na intervalu {—2, 2}, kde#to funkce y = % na
tomto intervalu neni po ¢astech spojita. Vysvétlete.

Mé&jme funkci f{x), ktera je na intervalu (a,b) po &astech spojita. Rozdélme interval
{a,b) na n &isteénych intervall I; = (z;, T;41) pro i = 1,2, ..., n, pfi¢em? je

a=121 <Ly < < Ty < Tpty = b,

a muno¥ina D = {x1,Z2,...,%n, Tns1} obsahuje viechny body, ve kterych funkce f(x)

neni definovana nebo neni spojitd. Mno#%inu D budeme nazfvat délenim intervalu {(a, b).

Normou tohoto déleni D budeme rozumdét maximalini ¢islo z mnoZiny viech &isel
{Az; = 241 — 231 = 1,2,...n}, které oznadime v(D).
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Vybereme-li z kazdého intervalu I; néjaké &islo ¢;, mlZeme vytvotit soudet

flen)Azy + fe2)Azy + - + flen)Azy,
ktery nazveme integralni soufet pfislusny déleni D.
Priklad déleni intervalu a tvorba integrilniho soudtu je znazornéna na obr. 2.

Yy

a=X; Cp Xy Cx X3 Ca3 X4

OBR. 2: Déleni intervalu a integralni soudet

Nyni jiz kone¢né miiZeme vyslovit definici Riemannova uréitého integralu.

‘Definice. Rekneme, e funkce f(x) md urdityf integrdl od a do b, ktery je roven redinémau .‘
Cislu A, jestlize ke kaZdému kladnému &islu e emistuje kladné &islo § tak, %e pro kazdyr
integralni soulet déleni D, jehoZ norma je mensi nez 4, je

Zf(cﬁ)A:z:z - Al <e
qm=1

Tuto skutecnost budeme vyjadiovat zapisem

fbf(g;) da = A.

V tomto pfipaedé, zejména neni-li visledek integrace podstatng, budeme rikat, Ze funkce:
f(z) je na intervalu (a,b) integrovatelnd. Cisla a a b nazijvdme doini mez o horni mez.

i
oy
H
i
1

Doufdme, Ze vdm tato definice pfipomnéla definici limity; také nékdy skuteéné pieme:
b

f f@da= lm Oiz F(e) D

a ‘
Je ziejmé, Ze pokud takovyto integrél existuje, pak je urCen jednoznaéng. Lze dokézat
nasledujici vétu, ktera fesi Castedné existendni otdzku. -4

e i e i e L
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Véta. Je-li funkce f(z) po ddstech spojitd na intervalu konecné délky, potom je na tomto
intervaly integrovatelnd.

Specialni piipad po éastech spojité funkce na intervalu konesné délky je funkce spojitd
na uzavieném intervalu. Proto plati:

Dusledek. KaZdd funkce spojitd na vzavieném intervaly Je na tomto intervalu integro-
vatelnd.

UkaZme si vypocet Riemannova integralu pro jednu velmi jednoduchou funkei.
Pfiklad. Uréeme Riemanniv integral funkce f(z) = z na intervalu (0, 1).
Zvolme rovnomérné déleni intervalu (0, 1) na n dilg, tj. 2; = "”—T_ll prol <7< n+1,
v kaZdém intervalu (z;,z;,1) zvolme ¢; = Tijt1 = ;’;— Dostaneme néasledujici integralni
soucet:

N .
7 1 1 : 1 n 1 1

'—15 n 2" 2n
/ 11 1
de= lim [ =4 —} ==
/””” ninéo(2+2n) 2
0

b
Doposud jsme pfi definici Riemannova integralu [ f(z) dz vyugivali, #e a < b. Definici

. =
Nyni jiz snadno dostédvame

a
si rozdifime i pro pfipady a > b a @ = b definovanim

b a a
fl)de =— [ f(z)dz, jeli a>b, a flz)dz = 0.
Jrone=-] /

Nyul pfedpoklddejme, #¢ mame funkci f(z) spojitou na intervalu I a necht a € I. Pro
X
kazdé x € I definujme funkci F(z) = [ f(£) dt. VySetfeme nyni rozdil F(z+ Az) — F(z).

Pro jednoduchost pfedpokladejme, ieaa: > a a ze Az je kladné. Kazdé déleni D intervalu
{a, z) roziifime snadno na d&leni D’ intervalu {a, z+Az) tak, Ze k déleni D pFiddme navic
presné bod z + Az. Je-li S(z) néjaky integralni soudet p¥istusng funkei f (z) a intervalu
(a,%) a S(z + Az) integralni soudet piisluiny tése funkei a délen{ D’ rozéffenému na
interval (a, z+ Az}, je, jak lze velmi snadno nahlédnout, S(z+ Az) ~8(z) = f(z+c) Az
pro néjaky bod ¢ € (0, Az). Pokud norma déleni D’ konverguje k nule, pak také Az
konverguje k nule a my dostdviame : : _
| Flet AI;Z F(z) = f(z +¢), a limitng Alirgo Pz + AA:?: £(z) = f(z).

TotéZ je mozno dokézat i bez (pro jednoduchost uvazovanych) omezujicich pfedpokladit

x
a dostavame, Ze funkce F'(z) = [f(t)dt je primitivni funkef k funkei f (z). Jako disle-

a
dek dostavame ndm jiZ znamy fakt, Ze ke kazdé spojité funkei (na intervalu 7) existuje
primitivni funkce (na intervalu 7).

Newtontv urity integral

Piiklad, ve kterém jsme nagli ur¢ity integral pomoci limit integralnich sou¢tli, nam
ukazal, Ze obecné je tento zptsob prakticky nepouzitelny. Posledni uvedend vlastnost
Riemannova ur¢itého integralu ndm naopak dava navod, jak tyto integraly pocditat v p¥i-
padé spojitych funkei. Na tom je také zaloZena Newtonova definice ur&itého integralu.
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Definice. Necht funkce f(x) je spojitd na otevieném intervalu I, necht a, b € I. Pred-
pokladejme, Ze F(z) je néjakd funkce, kterd je k funkci f(z) na intervalu I primitivnd,
Vigraz F(b) — F(a) nazveme Newtonovym integrdlem funkce f(z) od a do b (nebo na -3
intervalu {a,b) ), coZ budeme symbolicky vyjadiovat zdpisem

b
[f@)de = F@L = FE) - (o).

Poznamka. Ovéfte si, %e tato definice je korektni, tj. Ze vysledek nezévisi na volbg
piisluSné primitivni funkce. Z toho potom plyne, %e pro spojité funkce na otevieném
intervalu I obsahujicim body « a b, dévaji obé definice stejnj visledek. Proto také neni -3
v symbolickém znadeni uréitych integralti Zidny rozdil zavisejici na zpisobu definice.
Domluvme se, e zapis [m(z)]’ bude vidy znamenat ,dosadit horni mez minus dosadit -
dolni mez*, tedy [m(z)]2 = m(b) — m(a) pro libovolnou funkei m(z) a libovolné redlnd
gisla a, b.

Vlastnosti pojmu urcity integral, které si nyni uvedeme, plati pro vSechny urdité §
integrily bez rozdilu zpisobu jejich definice, i kdyz bychom je museli dokazovat rozdilng. §
Uvédéné viastnosti a rovnosti plati vidy, pokud v8echny integraly existuji, coZ nastavi 3
napiiklad v pfipadé spojitych funkci na otevieném intervalu obsahujicim meze vSech 3
integrala. ]

Zakladni vlastnosti uréitych integrala
Vé&ta. Nechl funkce f(z) a g(x) jsou inlegrovatelné na intervalu I a necht a, b, c € I.

Potom plati ndsledujici vztahy:
b

1) /b (f() % 9(x)) da = fb f@)do £ [ g(a)do

a

b b
2) /k flz)dz = k- /f(:::) dz, kde kje libovolnd konstanta;

) fb F(z) do = f F(@) da + /b #(z) da;
J / J ,,

b E |
4) je-lia < b a f(z) > g(z) na intervalu (a,d), potom je /f(:c) dz > fg(a:) dz; pfitom

a
rovnost nastdvd pouze v piipadé, Ze plati f(z) = g(x) pro vechna x € (a,b).

V diferenciadlnim poétu ma velky teoreticky vyznam tzv. véta o stfedni hodnoté, ktera :

fikd, Ze ma-li funkce f(z) derivaci na intervalu I a @, b € I, a < b, pak existuje bod %
¢ € (a,b) takovy, Ze je f(b) — f(a) = f'(c)(b — a). Disledkem této véty je nasledujici @
tvrzeni, nazyvané vétou o stfedni hodnoté integralniho poétu, které ma velky vyznam

v aplikacich matematiky.
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Véta. Necht je funkce f(x) spojitd na intervalu (a,b). Potom ezistuje bod c € (a,b) tak,
Ze je

b
o) = 5 [ S

Hodnota f(c) se nazjvd stiedni hodnotou funkce f(z) na intervalu {a,b).

Poznamka. Predpoklad spojitosti funkce f(z) na (a,b) je v této vété velice podstatny
a nelze ho nahradit integrovatelnosti funkce na (a,b). Napfiklad funkce

_ [0 pro z€(0,1)
f(m)_{Z pro z € (1,2)

2
je na intervalu (0,2) integrovatelna, [f(z)dz = 2, a v Z4dném bodé funkce nenabjvé
0

hodnotu 1.

Vypocet uréitych integrali
b
Nalezeni hodnoty uréitého integralu [ f(z)dz v pfipadé spojitosti funkce f(z) na
a
intervalu I obsahujicim meze a, b je snadné, pokud umime nalézt neurdity integral
f(z)dz. SloZit&jsi situace je v pFipad®, kdy funkce f(z) neni na intervalu {a,b) spo-
jita, ale je pouze po &astech spojitd. V tomto pFipadé je vhodné vipodet rozdélit na

nekolik Casti. Je-lia = ¢p < 1 < ca < -+ < ¢y = b, pak je, jak snadno dostaneme
nékolikandsobnym pouZitim pravidla 3) ze zakladnich vlastnosti uréitjch integralf, -

jf(x)dmzjf(m)dm+ff(m)dm+---+ .j f(z)dz.

Pokud body ci, c2, ..., cp—1 volime tak, Ze jsou mezi nimi viechny body nespojitosti
funkce f(z) a body, ve kterjch dochézi ke zméné definiéniho pfedpisu funkce f(z), je
problém vypodtu pfeveden na problém nalezeni nékolika neur&itych integraldl a vipodet
nékolika funkénich hodnot a jejich s¢itani a od&itani.

3
Pfiklad. Urteme [ f(z)dz, kde f(z) je definovana p¥edpisem
0
2 pro z € (0,1)-
f(z)=< 4z pro z € (1,2)
5 pro z € (2,3).

Ke zméné defini¢niho piedpisu funkce f(z) dochazi v bodech z = 1 a z = 2. Proto je
nutno hledany uréity integral vyjadiit jako soudet t¥i urcitych integrali.
3 1 2 3
/f(a:)dm = /2dm+f4a:dm+/5dm= [2a], + [22°]] + [52], = 2+6+5 = 13.
0 0 1 2

Vsimnéte si, Ze funkce f(x) neni v bodech = 1 a 2 = 2 spojita.
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Pfi v{poétu uréitého integralu funkce spojité na uzavieném intervalu maZeme postu-
povat tak, Ze si nejprve nalezneme néjakou primitivni funkei, potom uréime jeji funkéni |
hodnoty v horni mezi a dolni mezi a tyto hodnoty odecteme. Proto¥e vSak pfi hledani 1
primitivni funkce pouZivime metody jako per partes & substituci, je otdzka, zda by |
nebylo vhodngjéi pfi tomto postupu jiZ hledat pfimo uréité integraly. V mnoha pfipadech
tomu skutedn? tak je, a proto si ukdZeme, jak modifikovat metodu per partes a substitucni
metodu pro vypodet urditych integrali. '

Véta., Jsou-li funkce w'(z), v'(z) spojité funkce na intervaly {(a,b), pak plati

b b
fu’(a:) -v(z)dz = [u(z) v(:r:)]?L — /u(m) v (z) de.
a a
Pousiti této vty pii vipoétu si miZeme schematicky zndzornit takto:
b b b
) y u’: V= b 7
wiz) viz)de=| _ o= = [w(z) -v(z)], — [ulz) v'(z)dz.
‘la
a 13

PouZit{ metody per partes p¥i vypodtu uréitého integrlu uvidime v nasledujicich
tfech FeSenych piikladech. '

e
Piiklad. Urdeme [ In® zdz.
1

Pouzijeme metodu per partes a dostaneme
e

/hﬁxdm:
1
e

=e— [2:c-lna:]i—/2da: =e-—~(2e— [2z]}) =e—2.

e
/ _ e
= [:c.lnz (E]e— 2Inzdz =e— w=2 Uf_11n$

u=2r v =

w=1 wv=In’z
U=x fu’=21na:-%

1

1

! 1

1
g

Piiklad. Uréeme [z* - sinzdz.
0

Pouzijeme metodu per partes a dostaneme i
z :

2 oA %
I 2|2
. w'=sinx U= z
z? . sinzdz = ; :[—:cz-cosa:]2+ 22 - coszdz =
u=—cosx V=2, 0 _
0 0
i
/ 94 | % h
w=cost v=27 . z . ' T
=0+ . p :[2$-Sln$]2— 231n:1:d:1:zvr+[200593]2 =7 —2
u=sinz v=2 | 0 0
0

Zkuste si tento urdity integral spodit tak, Ze si nejprve naleznete / z?.sinz dz a aZ poté

vypoditate hodnotu uréitého integréilu. Ktery vypocet je krat&i?

2
P¥iklad. Uréeme [(92* + 1) - Inzdz.
1

Jedna se opét o typickou situaci na pouZiti metody per partes.

w=3z+z v'==

2 2
I (m2 — 2 :
/(9x2+1)-1n$da:= w=9z +1 v=lnz_ [(3m3+m)-lnme—/(&c?H-)dx:
1 e 1

= 26102 — [2% + ]| =26In2~8.
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Véta. Necht F(t) je primitivnd funkce k spojité funkci f(t) na intervalu J, necht g(x)
je spojitd funkce na intervalu I, ktery obsahuje body a, b. Necht pro viechna z € {a,b)
patii g(z) do J. Potom je

b g(b)

/ f(o(x)) - ¢ (z) dz = / £t dt
gla)

a

Symbolicky lze postup pii pouZiti substituce g(z) = ¢ znazornit takto:
g(b)

[ rerae= (pens) -
g(a)

b
[te@) g@a-| , IO by | =

= F(g(5)) ~ F(g(a).

Poznamka. VSimnéte si, Ze pii pouZiti substituce pro vpod&et urditého integralu musime
také navic ménit meze. Odpadd nam ale posledni krok, ktery jsme délali p¥i pougziti
substituce u neurcitého integralu, a to je navrat k ptivodni proménné.

Pouziti substituéni metody p¥i vypoétu uréitych integralt si osvétlime na nékolika
piikladech, které nebudeme komentovat. PouZitéd substituce a zmé&ny mezi budou jasné
z provedenych vypocti.

e
Piiklad. Uréeme [ Q%H dz.
1

e 4
+1 tlnz=t 1— 214
/3 nmdw |3 Inz=t 1 3’ /tdt {t} Z

T 1d:z: =df e—4 o 4
1 3 Lo

1
Priklad. Uréeme ({1 — z)%dz.
/ 10 01| _ #1° 1 i
8 B — =t — . 8 1 _ 1 E
0 .

Pfiklad. Vypodtéme [cosz - sin® z dz.
0

o
-4 I
cosz - -sin” zdr =

0
Pro¢ zname vysledek bez dokondeni vypoétu?

sin =t 00|
coszdz=dt w—0|

2 ‘:“.‘_‘1.
Priklad. Uréeme [2z - In(2? +4)dz. | s

8
2? +4=t 0—4
2wdz=dt 2-+8’ fl bdt =

w=1 v=Intl|®

u =t v'=%

4

2
f2:1:-1n(:1:2—|-4)d:n=
0 :

8
= [t-lnt]j—fdt =88 —4lnd— [t]; =8In8 - 4lnd —4=16In2— 4,
4
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Nevlastni integraly

P1i definici ur¢itého integralu funkce f(z) od a do b jsme mimo jiné potfebovali, aby
integracni meze, tj. ¢isla a, b, byla redlna a aby funkce f (x) byla mezi t&mito mezemi
omezend. V mnoha aplikacich je vak nutné studovat piipady, kdy jeden nebo oba z t&chto
predpokladii splnény nejsou. Proto si rozsi¥ime nyni definici uréitého integrdlu i na tyto
ptipady a budeme hovofit o nevlastnich integralech.

Definice. Predpoklddejme, Ze funkce f(z) je integrovatelnd na kazdém intervaly {a,t),
oo t t ;

t € R. Definugme /f(a:) de = tlim /f(a:) dz. Jestlize tlim /f(m) dz ezistuje a je

oQ [
viastni, tj. hm ff = A € R, definujeme ff(:c) dzr = lim /f z)dz = A ¢

Tikime, Ze je tento nevlastni zntegral konvergentni k A (nebo ze konverguje kA).

forss 3
Neni-li [ f(z)daz konvergentni, hovoiime o divergentnim integrslu. Poznamenejme jests, §
a

ze divergentni integraly jsou ty integraly, pro které je f Fz)dz = hm f flz)dz = +0

nebo pro ktere tato limita neexistuje.

a 3
Poznambka. Zcela analogicky se definuje nevlastni integral [ f(z)da. Jestlize pro ns- 3

a o0 -
jaké redlné Cislo a jsou konvergentni oba integraly [ f(z)dz a [ f(z)dz, pak Fikéme,
o — 00 a
Ze integral [ f(z)dz je konvergentni a definujeme

7f(3:) dz = faf(:n) dz + 7]"(3:) dz

V tomto piipadé jsou pak také konvergentni nevlastni integraly f f(z)dz a f f(z

—0o
pro jakékoliv redlné &islo 7.

Toto rozsifeni definice uréitych integralf si jesté proberme na nékolika pfikladech.

Pf#iklad. VySetieme f dz.

Funkce f(z) = wz je spOJlta, na intervalu (1,00), a proto méa smysl vySetfovat dany

integral. Dostaneme

71 F1 17" 1
—dz=lim [{—Sdz=1lm |[—=| =lim (1—-=)=1.
xz? t—oo [ 2 t—00 Ty i

1 1

Dany integril konverguje k é&islu 1.
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Priklad. VySetfeme [1dz.
1

Opét ma smysl vySetfovat danj integral. Dostaneme
oo t

1 1
f dz = lim d:v = hm Iz} = lim Int = 0o
T t—oo t—oo {—o0
1

Danjr integral je divergentni.

oQ
Ptiklad. Vygetieme [ T_:?dm.
—00

Funkce f(z) = Je evidentné spojita na intervalu (—oo, c0); vySetfeme proto inte-

1+ 22
o bt T
grdly [ fzdza [sde. Je
‘ -0 0
0

lim
t——o0o 14 T2
t

— 1 0_ 1 _ _r
dz = t—l}Elco [arctg z|] = t_l}gloo (—arctgt) = 5"

. Dany integral je proto konvergentni a plati:

IE

o0
Zcela analogicky lze dostat [z dz =
: 0

o0 1 0 . o0 .
 mmde= [ gapdit [flads=5+F=m

—oo —oo 0

Poznamka. Je-li funkce f(z) spojité na (—oo, 00) a F(x) funkce k ni primitivni, potom,

jak si jisté sami zdtivodnite, nevlastni ihtegrél [ f(z) dz je konvergentni, pravé kdy# jsou
—0

obé limity hm F(z)a hm F(z) vlastni (t]. jsou to redlna &sla). Za téchto pFedpokladii

rT—r—

potom plati: f f(z)dz = bm F(z)— lim F(z). -

oo T—o0o T—-0Q
Nemusime proto pii konkrétnim vypoétu pouZivat definici s pomocnym bodem a; mu-
sime ale mit jistotu, Ze funkce f(z) je skutetn& spojitd na celém intervalu (—oo,co).
Kdybychom tento predpoklad Ignorovah pak bychom mohli dojit ke Spatnému zévéru.
Zkuste si to na piikladu funkee f(z) = Z; a integraéni oblasti (—oo, c0).

Obdobné postupujeme pfi rozgifovani deﬁmce urc¢itého integrilu v piipads, Ze funkce
neni na integra¢nim oboru omezensj.

Definice. Méjme funkci f(z), kterd je definovdna na intervalu (a,b) a v okoli bodu b
neni omezend. Predpoklidejme, Ze je funkce f(zx) integrovatelnd na kaidém intervalu
I

(a,r}, kde r < b. .Jestlize existuje vlastni limita 111})1 [f(z) dz = A, pak definujeme
r—o0 a :

b T
/ () do = lim / fz)dz = A

b
a Fikdme, Ze je nevlasint integrdl [ f(z) dx konvergenini (nebo, e konverguje k A). Ve
a

b

vdech ostatnich pFipadech Fikdme, Ze nevlastni integrdl [F(z) dz je divergentnd.
a
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S b ]
Poznamka. Naprosto analogicky definujeme nevlastni integrél f f(z)dz v ptipads, fe

funkce f(z) nespliiuje podminku ohrani¢enosti v néjakém okoli bodu a. Pfedpokladejme
nyni, #e mame funkci f(z), ktera je definovina na intervalu (a,b) a kterd neni omezens 3§
v nédjakém okoli boduaiv nejakem okoh bodu b. JestliZe existuje bod ¢ € (a,b), takovy, . 8

e oba nevlastni integraly f f(z)dz a f f(z) dz jsou konvergentni, potom je konvergentni }

b
i nevlastni integrél [ f(z)dz, kterj definujeme predpisem

/bf(a:)dm:fcf(a:)dw—l—/bf(:c)dw
a a c ,

V tomto pFipadé jsou pak také konvergentni neviastni integraly [f(z)ydz a [f(z)de
a r

b & £
pro jakékoliv realné &slo r € (a,b). Neni-li nevlastni integral [ f(z) dz konvergentn, 3

a

- b
fikdme, Ze je divergentni. Obdobné je moZno definovat f fz)dz = f flx)dz + f f(z) dmj

v piipadd, %e funkce f(z) nespliiuje podminku ohramcenostl v nejakem bodé ¢ 6 (a;b). &

Opét si ukdZeme nékolik ilustrativnich prikladi.

1
Piikiad. Vyéetfeme f \/i— dz.

Funkce f{z) = Je na intervalu (0,1) definovana, je na ném spojité, a proto je inte-

grovatelna na kazdern intervalu {r, 1), kde 7 > 0. ProtoZe je, jak jisté vidime,
1

i, [ e = Ji VA, = i, (=27 =2

je dany integral konvergentni a Je f —=dx = 2.

P#iklad. VySetfeme f

Opét se jedna o funkc1 ktera je na intervalu (0, 1) spajita a kterd je integrovatelnd nafg.
kazdém intervalu (0,7}, kde r < 1. Je q
™

' dz = li nlz—=111" = lim Inlr — 1| = —o0.
-rl—lbril— LL‘"—]_ * rl—lﬁl‘[nlm ”0 'r—lﬁl— nlr I o

0
Dany nevlastni integral je divergentni.

1
s oix 1
Piiklad. VySetieme ~fl = dz.

0
Dana funkce je spojitd na intervalu (—1,1}. Vy3etfeme l_ dz. Je
_J; Vi-at

l

lim r= lim [arcsin :L']O = lim (— arcsin7) =

1 1
———dx = —d
/Vlﬂ—mz v r—>—1+/\/1_$2 res—1+ T po—lt
-1 I




URCITY INTEGRAL

1
e Al L} Ehd 1 — ‘n’ e o O W
Ukazte, Ze je téz of iz dr = Z. Zivérem muzeme konstatov

9
A v x 1
Priklad. Vysetieme gﬂ Eya dz.
Dané funkce nespliiuje podminku ohranifenosti v okol bodu ¢
tegrovatelns na intervalech (0,7) pro kazdé r ¢ (0,1) a na (s, 9) pre
Vypoétem zjistime
1 r
1 1 r
————=dz = lim /————dm——- lim [3. ¥z =7]" =
[T [ m vy
= lim (3. ¢r—T1_3. V1) =3,

r—1- |

9 9
1 1 9
———==dz = lim / dz = lim 3-\3/33—1] =
f 3\/ (':U - 1)2 s—1+ Y, (:II — 1)2 s—1- [ $
= 111?+(3- V8—-3.-s—1) =6

1

3 3
Proto je [ —L__ 4, —. L__4g L dz=346=09
rOOJeofma: JW :c—f-lfmx +

2
Priklad. Vysetieme S (a:—11)2 dz.
0

Dané funkce opét nespliinje podminkuy ohranidenosti v okol bodu ¢ = 1; funkece je ale
integrovateln4 na intervalech {0,7) pro kaidé r € (0,1) a na (s,2) pro kazdé s € (1,2).
Vypoétem zjistime '

1 r

1 , 1 , -1 17"
/md&‘:i‘}l @1 %= lim L;_JO s
0 \ 0 \
Obdobné¢ je { (?_11—)2— dz = 00, a proto je bf 11)2 dz divergentni.

(z—

Poznimka, Obdobns Jako u nevlastnich integrald, které maji za integradni obor interval
(00, 00), i zde plati, %e je-li F(z) primitivni funkce k funkei f(z), kters je spojita na
intervalu (a, b) a kters nesplituje podminky omezenosti v obou krajnich bodech, pak inte-
b .
Iim+ F(z)a lim F(z).
@

T— T—b—

gral [ f(z)dz je konvergentni, prave kdy% existuji vlastni limity
a _

b 3

V tomto p¥ipads je [f(@)dz = lim F(z} — lim F(z). |

a T-sh— T—qnt Ll

Specilng, je-li funkce F(x) spojita na intervaly {a,b)(v bods o zleva, v bods b zZprava,)

b , S
aje-li F'(z) = f(z) pro viechna T € (a,b), pak je Sf(z)dz = F(b) — F(a). Proto je 3

1
mMoZno psat napf. L dx = arcsinl — arcsin(—~1) = 7 _ —= = 1.
P Vi-aZ 27 2

-1

Poznamka. Samoziejmé se mohoy vyskytnout uré&ité integraly, které jsou nevlastni
jednak kvtli nekonegné délce integraéniho intervalu a jednak kvl neohranicenosti inte-
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Piiklady k procvideni

1

3z
1) /’e +2dw;

e:t‘,‘

4) arctg 2z dz;

7)

.
arcsin — dz:
3 ?

4

10) [ sin*z - cosz dz;

13) 2z - cos 3z dz;

S S s S ”!"‘\un- o

)
In3

dz
16) f e$—|—9e—“’;
In 3

2z
) [ oy
V3

V3 4
T
22) /3+$2 dz
0

INTEGRALNI POCET

L]

2) / cos? z dz;
0

T
2

5) [ 3z sinzdz;

0
8
8) f Ve dex;
2

62

dzx
11 :
) f$-1n33:’

e

2
14) /3:2 In(1 + 2%) dz;

Slll xr

17) / COS T dz:
3

20) f(l ~z%) - cosz da;
0
3

dz
2 .
3) /23)2+3$ﬁ2’
2

e

z+2
d.
3)/ 2z o
1
; 1
T+
6 d
)/m2—3$ °
1
/ d
x
9)/43:2—9’
Z1

12) fcos z - sin® z dz;
0

3w
2

COS T

—S8sm T

0l

18) /\/2+cosw-sinmdfc; 7
0

%
21) fe%-coswda:;
0

-1

Vypoctéte nasledujici nevlastni integrily a zdfivodnéte, proé jsou nevlastni:

34)/ dz :
9 — 4g2
0
/ d
T
37 ;
) 0/(2—:1:)-\/1—:1:

f 33:2 -~ 2$
1
2
30) f 3 — 2
/ sin 2z dz;
0

oo
/ +2:1:—|—2
z

/tgz dz;
0

24) /(23: +3) - e " dux.

S e i e
1 oI
.o s i RS ST RN




dx
0 [ gy
— 0

43) /a: - In? z dz;
1

5) 3;

9) -3,
13) BTEI—Z;
17) 15,
21) =
25) &
29)
33)
37)
41)
45)
49) diverguje;

1
dz
41 :
) [
0
2
44) f d;
2—x
2
47) /3: e %% dg;
1
3 3
arctg°x
50) / T 22 dx;
0
Fta 3)
& 11)
_ 2 T,
3In9— 2In2— I; 15)
2v/3 — £v/2; 19)
3J4@E B 2\/57 23)
51,
105 27)
diverguje; 31)
E 35)
—1; 39)
Iﬁlﬂj; 43)
2; 47)
%i; 51)

o
42) / 277 dz;
0
i €T
e
45 dz;
) /9—|—e-’" i
0
oo
48) /m-cosmda:;
0
o0
51) ]32 - arctg z dz.
1
= 4) 0;
-3 8) 3e* —e?;
3, 4,
§,1 12) 1%;
.
;‘2'2' 1113, 16) T
3 20) 2m;
tng; 24) 3e — 5.
In+/3; 28) T
2
= 32) 2;
1; 36) m;
diverguje; 40) Z;
diverguje; 44) 3,
3e=2; 48) diverguje;
diverguje. -

41
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POUZITi URCITEHO INTEGRALU

V této kapitole si ukdZeme nékterd zikladni pouZiti urcitého integralu. PouZiti urj
tych integrald, kterd si ukdzeme, budou skutecné jen zékladni a tvorl nepatrny zlomel
znamych aplikaci.

Obsah rovinného obrazce

Vzpomeiime si na zpfisob, jakym jsme definovali Riemanniv uréity integral funkc
f(z) na intervalu (a, b). Piedstavme si, Ze funkece f(x) je na intervalu {a,b) nezdporni
Potom integralni soudet piisludng déleni D:a =21 <zp < -+ < Tpp1 =1, tj. '

S(D) = fer) - Awy + flea) - Azp + -+ + flen) - Am,

predstavuje soudet obsahii obdélnikd, které zhruba pokrjvaji obrazec ohraniceny zlevi
piimkou o rovnici £ = a, zprava pfimkou o rovnici z = b, zdola osou z a shora grafen
funkee y = f(z). Je samozfejmé, Ze pfi jemngjsim déleni je pokryvani presnéjsi. Li
mitnim pfechodem potom dostaneme nésledujici zédkladni geometricky vyznam urcitéh
integralu.

X=a x=b

OBR. 2: Obsah obrazce - OBR. 3: Obsah cbrazce

Véta. Necht funkce f(z) je spojitd a nezdpornd na intervalu (a, b). Potom obsah rovir
ného obrazce, ktery je zleva ohraniden piimkou o rovnici & = a, Zprave primkou o Tovni
¢ = b, zdola pitmkou o rouniciy = 0 (osou x} a shora kfivkou o rovnici y = f(x) (v
obr. 2), je |

P= fbf(a_:) dz.

Snadnym zobecnénim uvedené véty je nisledujici véta. ;

Véta. Obsah rovinného obrazce, ktery je ohraniden kiftvkami o rovnicich © = a, ¥ =l
y = f(z) ay = g(z), kde funkcey = f(z) ay = g(z) jsou spojité na (a,b) a f(x) = g(a
na {a,b) (viz obr. 3), je

b
P~ [(f@ - gla)) dz.
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Poznamka. Ohraniéeni obrazce zleva & zprava miiZe byt i jednobodové, to jest miize
to byt prisedik kiivek y = f(z) a y = g(z), a to na jedné strané (viz obr. 3) nebo
na obou stranich (viz obr. 4), pfipadn& se k¥ivky mohou protinat 1 ve vice bodech. Na
obr. 4 vpravo se kiivky o rovmicich y = h(z) a y = m(z) protinaji ve tfech bodech.
Méame-li nap¥iklad urdit obsah obrazce, ktery je ohranicen kfivkami o rovnicich y = f(z)
a y = g(z), pak integraéni meze ziskime FeSenim rovnice f(z) = g{(z). Pokud nevime,
ktera kfivka je ,horni“ a ktera ,dolni“, pak to mizeme zjistit testovanim v néjakém bod¢
mezi prisediky kfivek, nebo pouZijeme vzorec

o
P~ [If@ - (o)l da.

i pommmmm e

o]

OBR. 4: Obsahy obrazcii ohrani¢enych kiivkami

Pi¥iklad. Uréeme obsah obrazce ohrani¢eného osou z a grafem funkce y = sinx pro
z € (0,7). ‘

Protoze je sinz > 0 na (0,7}, je obsah daného obrazce roven
m

Pz/sinmda:z [—cosw]gzl—l-lzz.
0

Pyiklad. Uréeme obsah obrazce ohraniteného osou z a grafem funkce y = cosz pro
™ T
z€(-% %)

Proto¥e je cosz > 0 na (—%, ), je obsah daného obrazce roven

P= fcos:cda:: [sina:]% =1-(-1) =2

vy

P¥iklad. Urdeme obsah obrazce ohranideného kiivkami o rovnicich y = ﬁjl—aﬂ ay = —é—

Neiprve si uréime integradni meze. Refenim rovnice —i— = + je z = £3. ProtoZe pro
11 1 1+4z 2 2
v . 1 .
viechna z € (—3, 3) je 13457 > 3, obsah obrazce je roven

% 1

- 1 1 2z=t —i-—-1| = 1 1 2
P"f(1+4m2_§) dm_‘Zd:c:dt 1.1 ~—[§]_%'§/1+t2dt_iﬁ

-1

2l

1 1 72
= —(arctgl — arctg (1)) — 7 = il _
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Priklad. Urdeme obsah kruhu o poloméru R. ‘
Kruh o polomé&ru R umistime do soustavy souradné tak, aby jeho stfed byl totogns
s pocatkem soustavy soufadné. Rovnice pFislugné kruznice je x% + y? = R2 Uvazujmg
polokruh ohranifeny osou = a grafem funkce y = vRZ — z2. Graf této funkce proting

R R
osu v bodech z = +£R. Obsah tohoto polokruhu je dén vzorcem P = VR —224; %
—R 3

Pfi vypoétu pouZijeme substituci z = R-sint, kde £ € (—%, %) Potom je dz = R-costd 3

integracni meze +R se pfi této substituci méni na +7. Je tedy

o

P = fR- V1-sin®t- R costdt = fRZ-VCOS2t-COStdt= /Rz-]costl-costdt

z —

[ME]

- I
2

[ME]

}

7 i}
2 2 i 2 2 3
:/chos%dt:/fzz.l—“%dt:&[HS“]%J i.(z_(_z))
_% o —_

2 2 x 2 2 2
.ﬁ% 2
_ wR?
= = | . :‘
Promyslete si jednotlivé kroky. Proé je |cos t| = cost? Vypodtem jsme zjistili obsahilie]

polokruhu o poloméru R. Proto obsah kruhu o poloméru R je wR2.

Délka oblouku kiivky

Predpokladejme, Ze mame funkci y = f(z), kterd je definovdna na intervalu (a,b
a Ze potfebujeme znit délku oblouku grafu funkce y = f(z). Jak bychom ji mohli zjisti
Zkusme nalézt n&jakou aproximaci této délky. Interval (@, b) si rozd&lme néjakim délenim} 1
D:a=2; <23 < - < Zpy1 = bnan dild. Zkusme vyjadtit pfiblizné délku obloukfj_
grafu funkce y = f(z) na elementérnim intervalu (i, Zit1). Vime z diferencidlniho poCtuge: !
Ze je moZno pfirtstek funkce v malém okoli bodu z; nahradit piiristkem na teéné ke grafq
funkee v dotykovém bods [z;, f(;)], samozfejms za predpokladu, Ze funkce ma v tomtof
bodé te¢nu, coz je ekvivalentni s tvrzenim, ¥e m4 v bodé z; derivaci. Pfedpokladejmef
tedy déle, Ze funkce f(z) ma v kazdém bods intervalu (a, b) derivaci. Pak je délka obloukud
kfivky y = f(z) na intervalu (z;, ;1) rovna p¥iblitng dl; = /1 + (f'(2i))2- (Tigr —2:) B
Oznadime-li Az; = x;41 — z;, dostaneme, #e soudet viech elementdrnich délek obloukii® :
k¥ivky, piisluiny déleni D, je roven integralnimu soudtu

(D) = > VI (@) A

Odsud jiz snadno limitnim pfechodem (n — co) dostavame nésledujici vétu, kters obsa}.;:
huje vzorec pro vypodet délky oblouku kfivky. 3

Véta. Necht funkce f(x) md spojitou derivaci f'(z) na intervalu (a,b). Potom délk
oblouku ktivky dané rovnici y = f(z), = € (a,b) (viz obr. 5) je rovna

I= f VIt (@) de. 1
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£ () |

\

OBR. 5: Délka oblouku kiivky

Pouziti vzorce pro vypoéet délky oblouku kiivky si ukdZeme na nasledujicich dvou
piikladech.

Priklad. Jaka je délka oblouku kfivky y = z - v/Z na intervalu (1,5) 7
Dana funkce spliluje pfedpoklady véty, a proto pouzijeme uvedeny vzorec. Uréime si

. . . l e 4 b ol 4 e .
nejprve derivaci funkce, dostaneme 3 = %:1:2; odsud (po snadné Gpravd) zjistime, 7e je

V1+yd = %\/4 + 9z. Nyni u% snadno dostaneme, %e délka oblouku je
5

7
1 1 1 7 343 13
= — dr == t2 = [43 = —_— - — .
! 2/\/4+93: x 9/ d¢ 27[ ]«/ﬁ 57 " 3 13
1 V13

Jakou jsme pouZili substituci?

Priklad. Urdeme délku kruzZnice o poloméru R.

KruZnice o poloméru R se stfedem v poatku soustavy soufadné je popsina rovnici
z? + 3% = R2. UvaZujme ¢dst kruznice nachazejici se v prvnim kvadrantu, kterd je
popsana vztahem y = v R? — 22, z € (0, R). Derivace této funkce je y' = ﬁ. Tato
funkce splituje pfedpoklady véty na kazdém intervalu (0,a), kde a € (0, R) a Ize tedy pro
tuto funkci a interval (0,a) pouZit vzorec. Dosazenim a tipravou dostdvame /1 + y'? =

= _ﬁ%‘ Délka uvaZovaného oblouku funkce na intervalu (0, a).je I(a) = of ﬁ dz.

Pfi vypoctu pouZijeme substitu¢ni vztahy z = R¢, dz = Rdi, 0 — 0, a — £ a bez
problémt dostaneme

b3
l(a) = f% dt=R- [arcsint][)% :R-arcsin%.
0

Limitnim pfechodem a¢ — R uréime délku &tvrtiny krunice [ (B)=R-arcsinl=R-Z.
Délka kruznice o poloméru R je tedy rovna l = 27 R,

Objem rotaéniho té&lesa

Méjme rovinny obrazec, ktery je zleva ohrani€en p¥imkou z = a, zprava piimkou
z = b, zdola osou z a shora grafem spojité funkce y = f (). Nechme nyni tento obrazec
rotovat kolem osy z. Tim vznik4 jakési téleso, jeho# objem nas v tomto okam#iku zajima.
Pokusme se ho urdit. Interval (a,b) si rozdélime na n stejnych (co# ale neni nutné)
dild dé&lenim D(n) : @ = @1 < 3 < -+ < ©pyq = b. Elementarni objem dV; télesa,
vznikajiciho rotaci obrazce ohraniéeného osou z, piimkami z = Ti, T =Tiy1 ay = f(x)
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je ptiblizné roven m(f(z;))? - (zi41 — x;). Sedteme-li viechny tyto elementérni objemy,
dostaneme, pii oznadeni Ax; = 2541 — z;, soudet
y P - 73

V(n) = i dv; = é 7 f2(z:) A,

Limitnim piechodem pro n — co dostaneme vzorec pro vypoéet objemu tohoto tdlesa.

Véta. Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu (a,b). Potom objem télesa, které vznikd
rotact rovinného obrazce, jehoZ ohranideni je ddno osou x, pfimkami o rovnicich T = a
a z =0b a grafem funkce y = f(x), kolem osy x (viz obr. 6), je

I G L

V= w-fbﬂ(m) dz.

OBR. 6: Objem télesa, které vznika rotaci plochy kolem osy z
Poznamka. V8imnéte si, Ze ve formulaci véty bylo upusténo od poZadavku nezdpornosti
funkce f(z). Je to proto, %e stejné t&leso vznika, rotuje-li kolem osy x obrazec ohraniéeny
piimkami 2 = a, z = b, osou z a grafem nezdporné funkce y = |f(z)|. Ovéite si toto
na piikladu obrazce ohrani¢eného pfimkami z = 0, z = 2=, osou z a grafem funkce
Y = COS .

A nyni dva piiklady pro ilustraci.

Ptiklad. Uréeme objem télesa, které vzniké rotaci obrazce ohraniéeného grafem funkce

y =sinz, x € (0,7) a osou z.

Vsechny pfedpoklady véty jsou splnény, proto mfizeme ihned poéitat. Dostaneme
T T

1—cos2 in2z]" 2
V=rn [sinfade=1n. |15 qp T |, ST _ 77
2 2 2 |, 2

0 0
Ptiklad. Uréeme objem koule o poloméru R. ’
Koule o poloméru R vznikd napfiklad rotaci polokruhu ohraniéeného osou z a grafem
funkce y = vV R? — 22 kolem osy z. Nyni ji¥ bez problémf uréime, e objem této koule je

R 41 R .
Vzw-f(Rz—xz)dmzw-[stc—z—} = —mR%.
-R

3 3
-R
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P14st rotadniho télesa

Mé&jme oblouk grafu funkce y-= f(x}, kterd je nezdporna na intervalu (a,b) a kterd
ma v kazdém bodé tohoto intervalu spojitou derivaci. Rotuje-li tento oblouk kolem osy
z, pak vznika jakdsi rota¢ni plocha, jejiZ velikost nas ted zajima. Chceme-li odvodit pied-
pis pro vypocet velikosti této plochy, postupujeme nésledujicim, pro nés jiz obvyklym,
zplisobem. Interval (a,b) si pravidelnym délenim D(n):a =21 <z < -+ < Tpyy = b
rozdélime na n stejnych dili a uréime si velikost elementirni plochy vznikajici rotaci ele-
mentarniho oblouku kiivky y = f(z), ¢ € {z;, zi+1). Tento oblouk kiivky si miiZeme na-
hradit, obdobné jako kdyZ jsme odvozovali délku oblouku kfivky, te¢nou ke grafu funkce
y = f(z) s dotykovym bodem [z;, f(z;)]. Tato elementarni plocha je plocha plasté komo-
lého rotaéniho kuZele o polomérech vy = f(z;), r2 = f(z;) + Az; (Az; = i1 —x5) 2 ve-
likosti délky strany rotagniho kuZele s = /14 (f/(z;))?Axz;. Velikost plasté komolého
rotaéniho kuzele o polomérech 1, 72 a délce strany rotaéniho kuzele s je § = ws (r1+72).
Tento vzorec si miZete pomérné snadno odvodit, coz doporu¢ujeme, nebo nalézt v néjaké
~ sbirce vzorcl, napiiklad ve zndmé sbirce vzorctl [1] ze seznamu literatury uvedeného na
zadatku skript. PouZijeme ho a dostaneme

45; = 1o/ T+ (@ (2F () +A2)- Aa; = m/TF (F(@))2-(2F (@) - Dy 1-(A)?).

P¥i malém Az; lze zanedbat (Ax;)? a pouZivat

dS; = 2 - f(z:) - /1 + (F(@0)? - Aw;.

Samoziejmé, Ze v piipadé f'(z;) = 0, se nejednd o komoly kuZel, ale o vélec; vzorec
pro elementarni plochu, jak jisté vidite, zlstdvd i v tomto piipadé platny. Limitnim
prechodem pro n — oo dostaneme:

Véta. Nechf funkce f(z) je na intervalu {(a,b) nezdpornd a md na intervelu (a,b) spoji-
tou derivact f'(z). Velikost plochy, kterd vznikd rotaci oblouku kiivky y = f(z), = € {a, b)
kolem osy z (viz obr. 7) je ddna vzorcem:

b
S=oar. /f(:c) T (PR de.

Poznamka. Nezdpornost funkce f(z) na intervalu (a, b) je ve formulaci véty podstatna.
Zkuste ptiklad f(z) = z, z € (—1,1). Plochu, jejiz velikost popisuje vzorec, nazjyvame
plastém rotadéniho tdlesa. Je to jiny pojem neZ povrch rotaéniho télesa, 1 kdyz mohou
nastat p¥ipady, kdy povrch a plast rotaniho télesa maji stejnou velikost. V kterych
piipadech to nastava?

A opét dva pfiklady pro ilustraci.

Pfiklad. Odvodme vzorec pro vypocet obsahu kulové plochy o poloméru R.

Kulova plocha o poloméru R vzniki napfiklad rotaci oblouku kfivky y = R? — z?
kolem osy z. V tomto pfipadé je velikost povrchu koule rovna plasti. Pfedpoklady véty
jsou splnény na kazdém intervalu {—r, ) pro r € (0, R). PouZijeme jiz jednou odvozeny
vztah (viz st ,Délka oblouku kiivky“) /1 + ¢/ 2 = \/% a dostavame, %e velikost

plochy, ktera vznika rotaci oblouku kiivky y = vVR2 — 22, z € {—r,7) je
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OBR. T: Plast télesa, které vznika rotaci oblouku kiivky kolem osy x

JR? - 12

Limitnim pfechodem r — R dostévame, %e povrch koule je 4w R2.

S(rp)zzﬂ-/\/Rz—xz-—-R——d$=27r-fRda::27r-[R:):]iT=47r-R-T-

—-r

P#iklad. Uréeme velikost plagté paraboloidu, ktery vznikd rotaci oblouku kfivky

y = 2y/z, z € (0,1) kolem osy x. . _

Kiivka nesplituje podminky véty, nema v bodé z = 0 derivaci. Obdobné jako v pfed-
chézejicim piiklad® budeme proto vySetrovat k¥ivku na intervalu (¢, 1) a zkusime potom
limitni pfechod pro t — 0.

1 1

S(t)szr-/l2\/E- 1+(i>2dm=2w-/2\/5-mdxzzw-/QMdm:

NG

:zw.[-‘g(m)ji:%m(mﬁ(\/mf) o

N

t

Nyni ji# bez problémi dostdvame
8

§ = 1m () = lim - (2v2 - (VIFD') = T (2vE-1).

Zavérem kapitoly predkladame soubor piikladd, na kterych si miZete procvicit pro-
branou latku.

Piiklady k procvideni

Vypodtéte obsah obrazce, ktery je ohranicen kfivkami o rovnicich:

) y=z*—4zc+3, =0, y=0; 2)$-y=4,w=1,m:4,y$0;
3) y=Inz, y=0, z=¢ 4) y = arctgz, y=0, z =1;
5} y=arcsinz, £ =0, =1, y=0; 6) y =+, y=+4-3z, y=0;

N y=2z% y=4 8) y=¢e* y=e, z=1;
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: 0 3
].].) Yy =581z, Y =COST, T = Z, T o= .
13)$y=2,’y:2$2,'y:8pr0$>0,
15) y = a°, y = 4=,
17) y =sin2z, y =sinx, z =3, z=m;

19) y=In(z+2), y=2Inz, y=0;

10) y =tgz, y=0, rc:%;
12) y =9 — 2%, y = 22%

14) y*=22+1, y=2—1;

16) y? = 16z, x% = 2y;

18) y=a2 -2z +2, y =2+ 4z — 2%

20) y =

L y=0, z=-3, z=3.

Vypoctéte délku oblouku kfivky, kterd je grafem zadané funkee:

21) y=3z%, 7 €(1,8);
23) y =v2-22% 2 €(0,1)
22 1
=¥
25) y T3 :lw,:ne(l,e),
1 T
= —+ — 1,2
2N y= 2+ g 2€(L2)

29) y = v1— 22 +arcsinz, z € (0, %);

31) ¥y = vz — z? + arcsin/z, = € (0,1);

33) y=32. Yz — & . Va5, z € (1,8);

22) Y= 2 YV (35"" 1)3: z € (1:9);

5
3 1

26) y* = (z+1)% w € (~1,4);

28) y =2z — %, z € (3,1);

30) 9y =4(3 —z)®, z € (1,3);

32) y= %($_3) \/E: S (1:4);

34) y=2-v1+e?, € (In9,In64).

Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci obrazce, ohrani¢eného kiivkami

o danych rovnicich, kolem osy z:

3B) zy=2, y=0, z=1, $¥4;

37) y =sinz, y =0, a::%, xz?%r;
39) y=7¢ Vo (z-12), y=0;

41) y = arcsinz, y =0, z =0, z =1;
43y y=2z, y=23%, =1, =2
45y y=+/z-e7%, y=0, z=1;

A7) y=e, y=eT7, y=e

49) y* = (4 —)’, z=0;
51) y=e**, y=6+e”, x =0;

1
53) y = ———
) Va2 +4
b5) y =sin2z, y=0, =0, z =

, y=0, 2=0, =2

3

ol

2
57) y=1/$T$1, y=0,z=0 z=—-1;

z, y=3sinz, =0, £ =m;

59) y = sin®
61) y=+2zx -3, y=vV4z -7, y=0;

36) y = z? — 2z, y = 0;

38) y=Inz, y=0, z=¢e, x =€
40) y ==z?, y* = g;

2r —1
2041
44) y =4z — 22, y = =z;

]
46) y=%,f, y=0,z=1 2=¢

42) y =

y y=0,z=1, z=12

48) y = ,y=0,2=0, z=%;

) v cos%x Y T TT %
-1

50) y = 3;_3,;4;:0,3::—1,3::1;

52) y =3~ 22, y=1+2%
by y=x-e %, y=0, z=2;

1 2 3

—, y=10, z=¢% T =c¢e"
vz -Inz v

:1:3
58) y=xz-e 8, y=0,z=0, =2

h6) y =

60) y=2%, y=2z—22%, =0, =2
62) y=22—6z+9, y=2%—4z+7, z=3.

Vypoctéte obsah rotaéni plochy, kterd vznikne rotaci grafu zadané funkce kolem osy z:

63) ¥y = v2z, 2 € (0, 3);
65) y =%, z € (0, 1);

64) y=4z -1,z € (1,2),
66) y=+v9+z, z € (-3,3);
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67) 3y —z® =0, z € (0,1);

69) y =

4-/x, z € {0,5);

) y=35 vz (3-3), €(0,3)

Vysledky

Lot T

-] W W

[}
(%)
[

N
ok LY

CT T R s R W RN N =
=] W WO O = =] WO Or e
()
o3, INE ,,;\:\WM:S
= A2 E .
w +
3 ]
S

61) §;
65) 7ok
69) 2%,

2) 8In2;
6) §;
10) In+v/2;
14) ¥
18) 9
22

26) $7;

30) 4-v3—%

34) 2+ 2In3.

38) me(2e —1);
42) (1 +1nd);

46) 2m — 27,

e ?

50) (6 — 8In2);

54) peo18.

4e4

58) 37 (1— &)

62) 16mx.
66) 99,
70) 6m;

68) Y2 =z +4,z€{—

£.2);

70) y =9 — 22, z € (1,2);
72) 22 +y? =4,z € (-2,2).

3) 1;
7) 3
11) v2;

15) 8;

19) In16 —1;
23)
27) 33,
31) 2;
35) 3m;
39) 48r;
43) 2327,

15 i
3ed 41,
47) mieH,

51) 4m(2+ 91In 3);

55) I,
59) 2x2,

63) i,

67) & (vVB—1);
71) 3m;

64) 107 - V/1T;

68) I (125 —15-V15);

72) 167.
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POUZITI NEVLASTNICH INTEGRALU

V této kapitole si ukdzeme, Ze i nevlastni integraly mohou mit realny vyznam. Uka-
Zeme si pouze néktera z mnoha moznych pouZiti téchto integrali.

Obsah obrazce, délka oblouku k¥ivky, objem a pla3f rotadniho télesa

Vzorce pro obsah rovinného obrazce, délky oblouku kifivky, objem a plast rotad-
niho télesa, které byly odvozeny a formulovény v pfedchazejici kapitole, ziistdvaji platné
i v pfipadech nevlastnich integralti na intervalech nekoneéné délky a v piipadech ne-
. omezenosti funkci na otevieném nebo polootevieném intervalu, co jiz vime z piikladi
z minulé kapitoly. Je zfejmé, Ze redlny vyznam maji pouze v piipadech konvergence
piislusnych nevlastnich integralti.

Uvedme si par piikladi.

Priklad. Uréeme obsah obrazce ohranifeného shora k¥ivkou y = i, zleva primkou
o rovnici z = 1 a zdola osou z.
Protoze funkce y = % je spojitd na (1, 00}, je

t

1
= lim d:z: = 11m []n|:c|]11t = lim Int{ = o0
i—o0 t—o0

1
Vysledek ukazuje, Ze obrazec m4 nekoneéné velkou plochu.

Piiklad. Uréeme objem télesa, které vzniké rotaci obrazce z predchazejictho prikladu
kolem osy z.
Snadnym vypodtem ziskime

. 1 17t 1
V= 1lmn- —dx—hmﬂr —— | =lm#x-{1—=)]=m.
t—oo ;1‘; t—oo x 1 t—roo t

1

Objem télesa je koneény a je roven 7.

Zigkali jsme pfiklad télesa, které ma konedny objem a které vzniklo rotaci obrazce o
-nekone¢né velké ploSe kolem osy z. Plocha i objem tohoto télesa jsou znazornény na
“obr. 8.

Ptiklad. Jaky je obsah plasté rotadniho t&lesa z predchazejiciho pitkladu?
V tomto pfikladé nebudeme umét potfebny integrél urcit; presto dospéjeme k vysledku.

—tl1m27r/ 4/ 1 +——d:z:>11m27rf dz = 27 - hmlnt:oo
=300 t—oo

Vidime, 7e teleso ma nekoneéné velky plast. K tomu jsme vyuzili viysledku pfedpiedcha-
zejiciho pfikladu. Nezd4 se vAm paradoxni, Ze existuje rotaéni téleso kone¢ného objemu,
jehoz plast a podélny fez jsou nekonedéné velké?

Pfiklad. Urfeme obsah obrazce ohranideného shora kiivkou y = %, zleva, primkou

o rovnici £ = 0 (osou y), zprava piimkou o rovnici z = 1 a zdola osou z.
ProtoZe funkce y = % je spojita na (0, 1), je
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OBR. 8: Téleso koneného objemu, které vznikd rotaci nekone&né plochy kolem osy z

= lim -—da:— lim, [2-\/:1332 lir51+(2—2-\/1_5):2.
t—

t—0t t—0+

Vysledek ukaZUJe, ze plocha obrazce je koneéna a ma velikost 2.

Piiklad. Uréeme objem té&lesa, které vznika rotaci obrazce z pfedchazejiciho piikladu
kolem osy z.
Snadnym vypodtem ziskdme

1

1

V = lim 77-/ dz = lim 7 -[Inz]; = lim 7 (0 — In¢) =
t—0+ T t—0+ t—0+

Objem tohoto télesa je nekoneéné velky.

Zname tedy piiklad télesa nekoneéného objemu, které vznika rotaci obrazce, jehoZ plocha

je konedna.

Funkce gama a funkce beta

Velmi vyznamné pouZiti v matematice, technické praxi a zejména ve statistice maji
funkce beta a gama, o kterych se nyni velmi struéné zminime. Funkci jedné redlné pro-
ménné gama budeme znaéit I'(z) a funkci dvou redinych prom&nnych beta budeme znagit
B(z,y). Definiénim oborem funkce I je interval (0, co), definiénim oborem funkce B je
mnoZina (0, 00) x (0, 00). Uvedme si jejich definice.

Definice. Pro kaZdé kladné rediné éislo © definugme
o0

I(z) = /t""_l et dt.

0
Pro koZdou dvojici (z,y) kladnych redlnyjch &isel definujme

i
B(z,y) = /tmﬁl (1=t
0
Je mo#no ukézat, 7e ob& definice jsou korektni, tj. Ze oba integraly jsou konvergentni.
Obé tyto funkce jsou na celém svém defini¢nim oboru spojité, nabjvaji pouze kladnych

hodnot a maji viude derivace, resp. parcialni derivace, viech ¥adf.. Na obr. 9 je znazornén

graf funkce I'(z).
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Y

sl

sl

at

3t

Al

11

1 2 3 s -
OBR. 9: Graf funkce I'(x)

- Priklad. Uréeme I'(1) a I'(2).
Podle definice je
(1) = ftl—l e tdt = fe—t dt = lim_ (e = lim (—e™™4+1)=1.
OdebIlOEO vypodteme ’

I'(2) = ft- etdt= lim [~tet— e = lim (-me™—e ™ +1)=1.

m—ro0 0 T—2 00
0

Zajimavou vlastnost dostaneme pouZitim metody per partes pro vypodet integralu.
Je totiZ (provedte podrobné veikeré mezivypodéty)
o0 m

Dz+1)= [t* e tdt= lim [t* e tdt= W=t wet T
- T m—ooo Cu=—eTt V=t
0 0
o0
= lim [—e7?-¢%]]" + m/t:’:_l e tdt =0+ -T(x).
m—Cco
0

Jako disledek dostéavame, Ze I'(n + 1) = n! pro kaZdé pfirozené &islo n. Je tedy napf.
}OILA e~ % dx = 4! = 24. Toto a nékteré daldi dulezité vlastnosti téchto funkei si souhrnné
Evedeme v nasledujici véte.

Véta. Pro vsechna kladnd redlnd disla x, y a kaZdé prirozené &islo n plati:

DT z+1)=a- -TI'(z);
2)T(n) = (n—1)Y

3) Blo,y) = orr o) = By, o)
#B+1ly) =~ By aBy+1) = By
5T (3)=vm

Ukazme si nyni, jak je moZno ziskat vatah I' (1) = /.
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1
Priklad. Vyjadfeme hodnotu [+/'1 — 22 dz pomoci funkeci I' a B.
0

b =

ORI AN

JelikoZ / V1 —2z?dz je roven jedné &tvrtind obsahu kruhu o poloméru 1, dostdvame
0
rovnost T = 1. (T (%))2 Odsud ihned plyne I' (3} = /.

4

Funkce I' a B nejsou elementarni funkce. Hodnoty téchto funkcei je pfesto mozno urdit
v libovolném bodé s libovolnou, pfedem danou, pfesnosti. Vzhledem k vlastnostem funkci
B a I staci znat hodnoty funkce I' na libovoiném intervalu délky 1. Nejéastéji je mozno
v literatufe nalézt tabelované hodnoty funkce gama na intervalu (1, 2).

Na zavér si vyjadiime hodnoty tfi urcitych integralt pomoci funkci gama a beta.
oo 2
Pt#iklad. Uréeme [e™® dz.
0

Provedeme-li substituci z = /¢, dostaneme

oo o0
g x=1t3% 0 —0 T fa g 1 1 VT
— — - . —-.7(=) =Y
fe dz dz= %t_%dt 0O—00 2 /tz o dt 2 2 2
0

o0
Piiklad. Uréeme [z4. e~ da.
¢

Provedeme substituci z = v/¢ a dostaneme

1 5 1
—5'1“(5)"5

P¥iklad. Urdeme f

0
3 . 1 3 1 1 3 1 1 3
'I‘(a.“)#5'5'1‘(5“)_555‘1"(5)—gﬁ-
1 |
S Vi6=ai "

Hodnotu integralu vyJadrlme pomoci funkce beta. PouZijeme substltum z = 2¢%. Dostaneme

2
f16—x4
0

/ 1 11

tit (1 —t)2 i ldt==.B= 2},
-5/ 5B (13)
1)

1

g= 2t% 0—0 1 [ _a 1
ot (1 - =
T | dz=1t-%dt 2—>1| Sftq (L=t

0

;&Il—'

Oolr—l
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Piiklady k procvic¢eni

Vypoctéte obsah obrazce, ktery je ohranifen osou = a grafem funkce y = f(z), je-li:

1) @) = g, v € (<315

2) fz) = ﬁ;

z z+1
3) f(z) = €%,z € (~00,0) ; 4 fl@) =2, v e (1,3)
5) 1@) = g g

6) f(z) = |cotgz|, z € (5, 7);

8) flz) = Z 1 T (1,00).
Vypodidte objem télesa, které vznika rotaci obrazce, ktery je ohraniden osou x a grafem
funkce f(z), kolem osy z je-li:
2
- 9) f($)=4—\/5,$€(0,4); 10) f(z) =tgz, z € (0, ) ;
11) f(z) = |Inz|, z € (0,1);

12) f@)= V2

14 a2
Vypodtéte nasledujici integraly uzitim funkei gama nebo beta:
o0

o0 oo
13) /332 ce %dz; 14) /\/5 e 2% dz;
0

15) [ 36~ dz;  16) f 928 . e~ dz;
0 0 0
1 1 3 1
17) /332'\/1—55(?155;18) /V3 r? — z3dz; 19) /\/9—$2d:c; 20) /de
1—/x
0 0 0 0
Vysledky
1) §; 2) 5 3) 2 4) oo 5) & 6) oo
) «; 8) In2. 9) 16m;  10) oo; 11) 2m; 12) Z.
13) 2 1) 27 15) T'(3); 16) 3T (3); 17) B(3,3) = 1%
18) B(3,3) =T (3)T(3); 19 %5 20) 32

— 105
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DIFERENCIALNI ROVNICE

Diferencialni rovnice tvofi jednu z nejdileZitéjsich partii matematické analyzy. Dife-
rencidlni rovnice maji velmi silné aplikace ve fyzice a technické praxi. Témito rovnicemi se
popisuji téméf veskeré dynamické jevy v téchto oblastech. Dokonce se jimi popisuji i jevy
biologické a spoledenské. Uvidime, Ze fedit diferencidlni rovnice neni viibec jednoduché,
Ze je to zalezitost velice komplikovana. Proto se sezndmime pouze se zaklady teorie
diferencialnich rovnic a ukéZeme si postupy feseni pouze u ndkolika malo jednoduchych
typu diferencidlnich rovnic. Obecné za diferencialni rovnici povazujeme kazdou rovnici

Pz, 9,y .., 4™) =0,

kde ¥ je nezndma funkce jedné proménné z. Réddem diferencidlni rovnice rozumime nej-
vyssl derivaci funkce y, kterd se v rovnici vyskytuje. VSechny derivace jsou derivace
funkce jedné proménné, a proto se tyto rovnice také nazyvaji obycejné diferencialni rov-

nice. Matematika také studuje rovnice, ve kterych se vyskytuji parcidlni derivace. Tém-

se Fik4 parcidlni diferencialni rovnice. My se budeme zabyvat vyhradné obyfejnymi di-
ferencidlnimi rovnicemi a pro jednoduchost budeme slovo obydejné vynechavat.

Typy feSeni diferencialnich rovnic

Resit diferencialni rovnici znamena najit a popsat viechna YeSeni, tj. nalézt vSechny
funkee, které po dosazeni vyhovuji dané rovnici. Situace je zde ale ponékud komplikova-
néj&i neZ napiiklad pfi feSeni rovnic. Uvedme si piiklad. Méjme diferencidini rovnici

Y =2-/y.

Dosazenim snadno ovéfime, ze kazda funkce
2
y=(x+C)?, ae(-C, o0),

kde C je n&jaks konstanta, je Fesenim dané rovnice. ReSeni tohoto tvaru budeme nazy-
vat obecnym FeSenim diferencidlni rovnice. Dosadime-li za konstantu ' néjaké konkrétni
realné Cislo, dostavame jiz konkrétni funkce, které budeme nazyvat partikularni fefeni.
Partikuldrnim FeSenim diferencidlni rovnice ¢/ = 2 - /7 jsou tedy vdechny funkce de-
finované vztahem: f(z) = (z + C)*, z € (—C,00), kde C je libovolné redlné ¢&islo.
Partikuldrnim feSenim na$i diferencidlni rovnice jsou tedy i nésledujici &tyfi funkce
fo(ﬁ?) = 1"2? x e (0! OO): fl(m) = (:B - 1)2} T < (1?00): f2($) = (.’B - 2)21 T e (2500):

a fz(x) = (z — 3)?, = € (3, c0), které jsou zobrazeny na obr. 10.

To ale nejsou jestd viechna TeSeni. Funkce dana pfedpisem ¢ = 0 je také (jak snadno
ovéiime dosazenim) FeSenim dané rovnice a pfitom ji nelze ziskat z obecného Feseni
Zadnou specidlni volbou konstanty. Toto feSeni budeme nazyvat tfeba vyjimecné. Vycet
fefeni ale je$té nekondi. MilZeme totiZ vytvafet dal$i funkce (pouzitim partikuldrnich
feSeni a vyjimedného Fedeni) pfedpisem

felz) = { 0 pro z € (—o0,C)

(z +C)? pro z € (—C,00),
které po dosazeni vyhovuji dané diferencidlni rovnici.
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£o (%) £1 (x) ’

| S

1 2 3

OBR. 10: N&ktera partikularni feSeni diferencialni rovnice Y =2 /y

Matematika také rozlisuje Fe§eni regularni a singularni. Za regularni feSeni se povaZuje
‘funkee, jejimZ grafem je takovd kiivka v roving, kters splituje v kazdém svém bodé
podminku jednoznaénosti, tj. kazdj bod ma tu vlastnost, Ze v né&jakém jeho okoli ne-
existuje jina kiivka prochézejici timto bodem, ktera by byla grafem funkce, jeZ je FeSenim
dané diferencialni rovnice. Naopak za singuldrni feSeni se povazuji takové funkce, které
v kazdém svém bodé porusuji podminku jednoznaénosti.

V ptipadé diferencidlni rovnice ¢/ = 2 - ¥ jsou jeji partikuldrni YeSeni FeSenimi re-
gularnimi a vyjime¢né fedeni je FeSenim singularnim (kazdym bodem [C, 0] prochézeji
fesenl y = 0 a y = fo(z)). My se dile t&mito otdzkami nebudeme zabyvat, omezime
se pouze na obecnd, partikuldrni a vyjimeéna feSeni. Poznamenejme z4vérem, %e kardé
obecné TeSeni diferencidlni rovnice ¥adu n musi obsahovat n volitelnych konstant. Tyto
konstanty obecné nemusi byt volitelné libovolnd, proto radéji uvadé&jme i obory moZné
volby téchto konstant.

Diferencialni rovnice prvniho ¥adu fesitelné separaci proménnych

Za. nejjednodussi typ diferencidlnich rovnic prvniho ¥4du je moZno povaZovat rov-
nice y' = f(z), kde f(z) je n&jaké spojits funkce. Refenim této roynice jsou vechny
funkee tvaru F(z) + C, kde F(z) je néjaka primitivni funkce k funkei f (z) a C libovolna
konstanta. ReSenim tedy je [ f(z)dz. Z tohoto divodu se také nékdy miZeme setkat
s pojmem integral diferencidlni rovnice, partikulérni integréal apod. Vzhledem k tomu, Ze
(jak jiz vime) nalézt integral dané funkce je obecnd velmi obtiZny problém, je problém

nalézt feseni diferencidlni rovnice daleko obti#ngjsi. Obecnéjsi typ diferencidlnich rovnic,
které jsou teoreticky snadno Feditelné, je typ

y' = f(=) gy),

kde f(z} a g(y) jsou né&jaké spojité funkce (na n&jakych intervalech). O rovnicich tohoto
typu fikdme, Ze jsou feSitelné separaci proménnych, tj. 1ze je (alespoii teoreticky) fedit
nésledujicim zptsobem. '

Rovnici pfevedeme do diferencialniho tvaru, tj. 3’ nahradime vyrazem % a zZaroven
separujeme (oddélime rovnitkem) proménné z a y. Dostaneme

1
g(—y)dy = f(z)dz.

Z rovnosti diferencialtl plyne rovnost funkci (a# na konstantu) a dostdvame
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f-é(iyjdy:ff(z)dsﬂ.

V poslednim kroku vyjadfime (pokud to lze) z této rovnice proménnou y jako néjakou
funkci proménné .

Priklad. Najdéme obecné FeSeni diferencidlni rovnice zy’ — 2y = 0.
Nejprve rovnici vyjadiime ve tvaru

xdy = 2y dz,
provedeme separaci proménnych, ¢imz dostaneme rovnici
| 1 2
—dy = — de.
Y z

Nyni provedeme integraci obou stran rovnice a dostaneme
1 2
[ —dy = f —dz,
] x

Inlyl=2njz|+InC.

odkud ihned ziskime rovnost

Zde jsme na jednu stranu rovnice pfidali integralni konstantu, kterou jsme vyjadiili,
a to bez ztraty obecnosti, ve tvaru In . Promyslete si dikladné tento krok. VyuZitim
pravidel pro poéitani s logaritmy a toho, Ze logaritmické funkce jsou prosté, dostavame
ihned |y| = C - z%. JelikoZ ale |y| = y nebo |y| = —y, je vidy y = K22, kde K je n&jaks
nenulova konstanta. Béhem vypoétu jsme délili vyrazem y a tim vylou¢ili moZnost y = 0.
Tato funkce, jak snadno zjistime dosazenim, je také FeSenim rovnice. Zavérem tedy lze
konstatovat, %e obecné Feseni dané rovnice ' — 2y = 0 je

y=K-z2 kde K € R (tj. K je libovolna redlna konstanta).

Nékolik ptikladd partikuldrnich fesSeni této rovnice je zobrazeno na obr. 11.

Y

OBR. 11: Néktera partikularni feSeni diferencialni rovnice zy’ — 2y = 0

Priklad. Které funkce se derivovanim neméni?
Jinymi slovy fedeno, méame nalézt funkce y, které vyhovuji diferencidlni rovnici 4/ = y.
Opét si nejprve ' vyjadiime jako g—g a provedeme separaci proménnych. Tim dostaneme

.. dy , . Co - , :
rovnici —= = dz, kterd po integraci pfejde v rovnici Inly| = z + C. Z této rovnice
Y
dostaneme |y| = e®*¢ = ¢ . e a n4sledns, nahrazenim +e® = K, obecné fefeni dané
diferencialni rovnice y = K - e, kde K je libovolna konstanta. Pf¥ipad K = (0 ovéfime

pfimo dosazenim do vySetfované diferencialni rovnice.




DIFERENCIALNI ROVNICE 59
ZAvérem konstatujeme, Ze funkce, které se derivovanim neméni, jsou pravé vechny funkce
dané predpisem y = K - ¢%, kde K je libovolné realné éislo.
Nékolik piikladt partikularnich ¥eSeni této rovnice (tj. funkei, které se derivovanim ne-

méni) je zobrazeno na obr. 12.

Y

___Z
§~

OBR. 12: Grafy nékterych funkci, které se derivovanim neméni

Priklad. Urdeme to feSeni diferencidlni rovnice z -y’ — 1 = 0, které prochazi bodem
M = [1,4].
Opét si nejprve ¥y vyjadiime jako %g a provedeme separaci proménnych. Tim dostaneme

rovnici dy = E Integraci ziskdme obecné fefeni y = In|z| + C. Chceme-li uréit kon-
stantu C' tak, aby fefeni prochazelo danym bodem, dosadime bod M do obecného feseni
a dostaneme rovnici 4 = Inl + C a odsud pozadovanou hodnotu volitelné konstanty.
V naSem pfipadé dostivame C = 4. Proto funkce y = In|z| 4 4 vyhovuje podminkdm
nasi ulohy. Na obr. 12. je zobrazeno nékolik partikuldrnich ¥eSeni dané diferencialni rov-
nice. Za feSeni, které prochdzi danym bodem M = [1,4] ‘povaZujeme v tomto piipadé
ale pouze funkci y = Inz + 4 a nikoliv funkei y = In |z| + 4, kterd vlastné popisuje dvé
funkce, a to funkci y = Inz + 4 (s defini¢nim oborem (0,00)) a funkci y = In(—z} +4
( s definiénim oborem (—oc,0)). Hledan4 funkce je na obr. 13 zndzornéna plng, ostatni
partikul4rni feSeni rovnice jsou zndzornéna pferusovanou ¢arou.

OBR. 13: Grafy nékterych funkei, které jsou fefenim diferencialni rovnice zy’ —1=0

Priklad. Uréeme to partikuldrni feseni diferencidlni rovnice e¥ .3y’ —1 = 0, které prochéai
bodem M = [0,1n4].

Opét si nejprve y' vyjad¥ime jako g—% a provedeme separaci proménnych. Tim dostaneme
rovnici e¥ - dy = dz. Integraci ziskdme rovnici e¥ = z + C, ze které vyjadiime funkci
y a ziskdme obecné FeSeni rovnice y = In(z + C). Dosadime-li do obecného fefeni bod
M = [0,In4], dostaneme rovnici In4 = In . Je tedy C = 4. Proto funkce y = In(z + 4)
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vyhovuje podminkém na$i tlohy. Na obr. 14 je zobrazeno nékolik partikuldrnich feSeni
nadi diferenciilni rovnice. Funkce ¥ = In(z + 4) je na obr. 14 znizornéna plné, ostatni
partikuléarni feSeni rovnice jsou znizornéna prerusovanou farou.

W T PR

 OBR. 14 Grafy nékterych funkei, které jsou Fefenim diferencidlni rovnice e¥ -y’ —1 =0

Pi#iklad. Urdeme FeSeni diferenciilni rovnice y - ¥’ + x = 0, které prochézi bodem [0, 2].
Separaci proménnych pfevedeme danou rovnici na rovnici ydy = —z dz. Integraci ziska-
me obecné Fefeni y2 = —x? + C. Poviimné&me si, e integraéni konstantu obecného fedeni
této diferencialni rovnice lze volit pouze z kladnych é&isel. Cheeme-li uréit konstantu C
tak, aby Feseni prochazelo danym bodem, dosadime tento bod do obecného feSeni a do-
staneme po%adovanou hodnotu volitelné konstanty. V naSem piipadé dostavdme €' = 4.
Hledana funkce je déna implicitné vztahem 42 = 4 — x2. Odsud snadno dostévéme, Ze
funkce y = v4 — 22 je FeSenim nadi tlohy. '

Homogenni diferencidlni rovnice prvniho fadu

R R I S TR W R

Diferencilni rovnice prvniho fadu, které lze vyjadiit ve tvaru

y
kde f je néjaka spojita funkce, nazjvame homogenni. Tyto rovnice lze pievést substituci
na rovnice feSitelné separaci proménnych. Tento pfevod zajistuje substituce £ = 2. =

Protoze jey = x - 2, je ¥ = z + xZ’, coz vyuZijeme pfi této substituci..
Postup si ilustrujme na piikladé. i:‘

Piiklad. Najdéme obecné feseni diferencialni rovnice 3y’ = y (Iny — Inz). :
ProtoZe lze rovnici vyjadfit ve tvaru 3’ = £InZ, jednd se o homogenni diferencialni
rovrici, a proto pouzijeme substituci z = £. Dostaneme rovnici z+z2’ = z1n z, kterou lze

dz dz . , .
———————— = —; integraci obou stran
z(lnz —1) z &
rovnice ziskdme vztah In|lnz — 1| = In|z| + InC; odsud plyne, Ze je |Inz — 1| = C|z|,
a tedy Inz = 1 + Kz. Nyni ji snadno dostaneme z = e T5® a koneéné y = z - el T,
kde K je libovolna konstanta. Platnost pro pfipad K = 0 ovéfime pfimo dosazenim
funkce ¥y = ez do puvodni rovnice. Obecné feSeni nasi diferencidlni rovnice je moZno

také vyjadiit ve tvaru y = 2z - e- M®, kde M je libovolné kladné €islo. Stadi si uvédomit,

separovat. Po separaci proménnych dostaneme
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Y

OBR. 15: Néktera partikularni FeSeni diferencidlni rovnice z¢/ = y (Iny — Inz).

rejey=z-elTX% =z.e- e =z e-(ef)® =z e- M®. Néktera partikuldrni feseni
této rovnice jsou zobrazena na obr. 15

Priklad. Najdéme to fedeni diferencialni rovnice z2y’ = y2 +zy, které splituje podatedni

podminku y = —1 pro z = 1.

ProtoZe lze rovnici vyjadiit ve tvaru y’ = (%) 4 4, pouzijeme substituci £ = z. Tim nase
D C 2 , . I dz

rovnice pfejde v rovnici zz' = 2. Separaci proménnych dostaneme rovnici 2=

jejiz obé strany integrujeme a dostaneme L In|z| + C; odsud snadnou Gpravou

Inlz} +C"

. Z toho ihned urcime, Ze je C' = 1. Hledané fedeni diferencidlni

dospéjeme k obecnému feSeni y = Z po&ateéni podminky y(—1) = 1 plyne,

. (bt = —
Ze musi by mirC

o T
rovnice je tedy funkce y =

1+1In|z|
Poznamka. Podobnym zpusobem lze také fesit diferencialni rovnice typu
y = flaz + by +c),

kde a, b # 0, ¢ jsou néjaké konstanty a f néjaki spojitd funkce. PouZijeme substituci
az + by + ¢ = z (a nésledné ¢ = £-%); ta pievede tuto rovnici na rovnici, kterou lze
feSit separaci proménnych.

Piiklad. Najdéme obecné Yeseni diferencidini rovnice y' = (z + y)*.

Po provedeni substituce z = 2 + v, dostaneme 2’ = 1+ z2. Po separaci proménnych a in-
tegraci dostaneme arctgz = z + C. Z tohoto vztahu ihned ziskdme z + y = tg (z + C),
a tedy y = tg (¢ + C) — z, kde C je libovoln4 redlnd konstanta. Poznamenejme, Ze timto
postupem ziskana funkce mé defini¢ni obor (—F — C, 5 — C); pro&? Ve skutecnosti je
feSenim diferenciélni rovnice ¥’ = (z + y)? kazd4a funkce y = tg (z + C) — z. Pfesvédéte
se 0 tom dosazenim této funkce do plivodni diferencidlni rovnice.
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Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu

Za linearni diferencidlni rovnice prvniho fadu povaZujeme rovnice typu
v +y- fz)=gla),

kde f(z) a g(z) jsou funkce spojité na néjakém intervalu. Tyto rovnice lze Fesit zphso-
bem, ktery je v podstaté vhodnou substituci. Jaka substituce je vhodna si ale musime
urdit pomocnym vypodétem. Tento zptisob feSeni se nazyvad metoda variace konstanty.
V prvnim kroku fe$ime pomocnou diferencialni rovnici

y+y- flz)=0

a obecné fefeni této rovnice si vyjaddiime ve tvaru y = K - h(z). Toto je (alesponi teore-
ticky) vzdy mo#né. Rovnici y' + y - f(x) = 0 lze FeSit separaci promé&nnych. Dostaneme
postupné —d?;y = —f(z)dz, In|y| = F(z)+C, kde F(x) je néjaka primitivni funkce k funkei

"‘f(m)i a tedy
Y = :I:eF(:U)'l'G =K. eF(a’)_

V druhém kroku provedeme substituci
y= k(@) o" @, yf = K(z) ") 1 k(a) - o) . F'(a).

Jinymi slovy, konstantu K jsme nahradili funkei k(z); proto metoda variace konstanty.
Po dosazeni do ptivodni rovnice dostaneme

K (z) - ") — k(z) - eF @) . f(z) + k(z) - " - f(z) = glx);

uvédomme si, Ze je F'(z) = — f(z). Odsud uréime

k(z) = %dm =m(z) +C

a nasledné
y = k(z) - " = (m(z) + C) - F®) = m(z) - F® + C . F ),
Postup si opét budeme ilustrovat na piikladech. '

P¥iklad. Naleznéme obecné feseni diferencialni rovnice o/ 4+ y = 2%. Poté naleznéme to
partikularni feSeni rovnice, které prochazi bodem M = [0,1].

Nejprve feSme rovnici ¢ + y = 0. Obecné feSeni této rovnice je y = K - e™*. (Ovéfte
si.) PouZijeme nyni substituci y = k(z) -e™® a ¢/ = k'(z) -e™® ~ k(z) - ¢7*. Po dosazeni
téchto vztahit do piivodni rovnice dostaneme k'(z) -e% — k(z) - e7% + k(z) - e ™% = 22,
7 této rovnice si vypodteme k(z). '

k(z) = fk’(w)dw=fa:2-ewdm = (22 -- 2z + 2) e® + C.
Ziskany vysledek dosadime zpét do substituce a ziskdme obecné FeSeni rovnice.

y=((z? -2z +2)e® +C)-e % = 2% -2z + 24 Ce™*. Z podatetni podminky (prochaai
bodem M = [0,1], tj. ¥(0) = 1 nebo-li 2+ C = 1) nyni uréime, Ze C' = —1. Hledané
partikularni feSeni rovnice je y = 2% — 2z + 2 — e~ 2. Na obr. 16 jsou zobrazena nékterd
partikuldrnich Feseni diferencialni rovnice. Partikularni fefeniy = 22 —22+2—e7% je na

i e,
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OBR. 16: Néktera partikulérni fefeni diferenciélni rovnice y' +y = z*

obr. 16 znazorné&no plné, ostatni partikularni feSeni rovnice jsou zndzornéna pierusovanou
darou.

Pi#iklad. Urdeme partikularni feSeni diferenciélni rovnice 2y’ = 2(y+z*), které prochazi

bodem {1, —1}.

Nejprve si ujasnime, %e se jednd o linedrni diferencialni rovnici. Skuteéné ji lze vyjadrit

ve tvaru ' — g+ — = 22°. Proto si nejprve nalezneme obecné feSeni diferencidlni rovnice
T

25 = 0. Zjistime, %e je to y = Kz?. Substituce y = k(z) 2%, v = ¥/ () -2*+2k(z) =
nam po dosazeni do plivodni rovnice déva z(k'(z ) T2 + Zk(:c) z) = 2k(z) - % + 2z%
po Gpravé k'(z) = 2z; odsud snadno k(z) = z? + C. Obecné FeSeni dané rovnice Je
y = (2* + C)z? = z* + Cz?. Z polateéni podminky nyni uréime, Ze C' = —2. Hledané
partikuldrni Yedeni diferencialni rovnice zy’ = 2(y + z%) je tedy funkce y = z* — 2z2.
Na obr 17 je zobrazeno nékolik partikuldrnich FeSeni nasi diferencidlni rovnice. Funkce
Yy = — 222 je na obr. 17 znizorndna plné, ostatni partlkularnl feSeni rovnice jsou
znazornéna pierusovanou ¢arou. '

!

OBR. 17: N&ktera partikularni fefeni diferencidlni rovnice zy’ = 2(y + z*)
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Na zavér si ukazme feSeni alespoii jednoho piikladu z technické praxe.

Ptiklad. Do prostiedi o konstantni teploté 20°C je dodano téleso, jeho# teplota je 100°C.
Uréeme teplotu télesa v zavislosti na case, vime-li, Ze po 20 minutich je jeho teplota 60°C.
Kdy dosahne téleso teploty 30°C?

Z fyziky vime, Ze rychlost ochlazovani télesa je imérné rozdilu teplot. Oznacéime-li tep-
lotu télesa T a déas ¢, pak tento zakon lze popsat rovnici % = k- (T - 20). Sepa-

raci proménnych dostaneme rovnici Tqu;O = kdt, kterou integrujeme a ziskame vztah

In(T — 20) = kt+C, odkud ihned dostaneme vztah 7'(t) = 20 4 e“+*t = 204 ¢“ (ek)t =
=20+ M - R. Z toho, %e T(0) = 100, plyne M = 80. Dale z toho, %e T (3) = 60 (Zas
méfime v hodinich), dostaneme R = %‘. Zavislost teploty télesa na case je tedy dana
vztahem T'(t) = 20 + 80 ( -é—)t . Snadno ji% uréime, %e téleso dosahne teploty 30°C v dase

t =1 hod.
Pfiklady k procviéeni

UzZitim metody separace proménnych najdéte obecné fedeni danych diferencialnich rov-
nic:

_ Y
1 ’::3- —_ z. 3
)y vz — e % 2) y' = 33 Yy = tgiE
4) (z+1) ¢y =y -2 5) z-y' =3y =0; 6) z-y-y =y + 1
_ Yy 1
7) y = 7Y, 8) =+ —==0 9) -y —y =2y
VI VT ,
14y
10} 7' = (1 + ¥ arctey: 11) o' =y - In2y: 12) .y = _
) oy = (L+y?)arctgy; 11) ¢ =y-In’y; ) LV =T

Najdéte partikuldrni fedenf diferencidlni rovnice, které spliuje danou pocateéni podminku:

13) zy' =4y, y(1) = 2; 14) zy’ =149% y(1) =0; 15) (z+ 1)y +xy =0, y(0) =1;

16) ¢ = Y+ U y(0)=0; 17) ¥y =y-cosz, y(m) =1; 18) (1+ &%)y -y’ = 7, y(0) = 1.
Vypoététe obecné Feseni danych homogennich diferencidlnich rovnic:
2
19) o' = $+y; 20) -y =z +2y; 21 z42x-y' =
T _
22) oy =y’ +a -y 23) y’=e‘%+%; - 24) y’—%=tgg;
Ty Yy T+Y
25) ¢ = = + 2. %) z-y =y-In2, 27) ' = .
)y 5 )oY =y-In_ )y p—y
Vypotététe obecné fFedeni linedrnich diferencialnich rovnic 1. Fadu:
28) ¢ —y = e%; 29) z -y — 3y =a% - 30) ¥ 42y = e . cosz;
2
31) ' + 2y = 2% 32) Qu+1)y +y=2 3y - y=0 sing
34) ¥ +y-cosx=sin2z; 35) z-y —2y==z lnx, 36) (z+ 1)y — 2y = (z + 1)
N Y —y=4dz- ™% 38) y’—y-tga::2sin13:; 39) z- ¥y +y=(2—Inz) -z
40) (1 —2®)y' +z-y=3z; 41) y' +y - cotgz = o 412) ¢ + 1 _ 2= arcsin .

Vypoctéte partikuldrnf feSeni diferencidlni rovnice, splitujici danou poéatecni podminku:
43) y' —y = %7, y(0) = 4; 44) y' + 3y =z, y(3) =

3 2
15) v+~ = =, y(1) = 46) ' +2% -y =22, y(2) = 1.
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Urovani podminek existence feSeni pfenechdvame Gtendfi jako samostatnou praci.

1) y=2z- Vz+ e T+ C

4) y=2+Cz +1);
7) y = In(e® + C);
10) y = tg (Cz);

13) y = 2z%;

16) (y+1)* =1 —2a?
19) y = z In(Cz?);
22) ¥ = oompap

25) y? = 22 In(Cz?);

2) y=Cu;

5) y = Cx3;

8) y=(C— x)%
11) y = eo-F;
14) y = tg (Inz]);
17) y: esxna};

20) y =z(Cz — lj;
23) y =z - In(ln|Cz|);

2) y==zx el+c‘“;

3) y = Csing;
6) y? = Ca? —1;
9) y=C(z - 1)%

12) 2 =C(1 + %) — 1.

15) y=(z+ 1) e™%;

18) y* =1—In4 + 2In(1 + &%).
21) yzmlnl%[;

24) y =z - arcsin Cr;

27) y =z -tg In/C(z? + 42).

28) y=(z+C) &% 29) y = C’m —z? , 30) y = (C +sinz) e~27;

3) y=2 ~14Ce; 32) y=2ly 33) y = 22 (C ~ cosz);
34) y:Ce‘Si"”+23inm—2; 35) y=C$2—$(ln$+1);
36) y =Clz+ 1)+ Lz + 1)% 37) y=Ce"— 22+ 1)e™%;

\/]2m+1l

_ _C . _C .
38) y= ;o5 —cosu; 39) y=%4+ 52 - 2zinz;
40)y:c"‘1_$2+3; 41)y:sigm+siim;
42)yzc'vl*:L‘2+%\/1—:czarcsin2:c. 43) y = e%® 4 3¢,
44} y = el 73 4 3u=L, 45) y=3% - L,
46) y = 1.

Linearn{ diferencidlni rovnice druhého ¥adu s konstantnimi koeficienty

Linearnimi diferencialnimi rovnicemi druhého f4du s konstantnimi koeficienty rozumi-

me diferencidlni rovnice tvaru
ay” +by' + cy = f(z),
kde a # 0, b, ¢ jsou n&jaké konstanty a f(z) spojita funkce. Homogennimi diferenciglnimi
rovnicemi druhého faddu rozumime rovnice tvaru
ay” +by' +cy =0,

kde a # 0, b, a ¢ jsou konstanty. Nejprve si ukazme, jak souvisi fedeni linearni diferenciilni
rovnice druhého fadu s feSenim piisludné homogenni diferencialni rovnice. Tato souvislost
neni prekvapiva, je ji moZno vypozorovat ve viech podobnych linedrnich tlohéch, napr
pri feSeni soustav linedrnich rovnic.

Véta. Necht u(z) je néjaké Fedeni diferencidlni rovnice
(1) ay” + by’ + cy = f(z).

Potom fedenim rovnice (1) jsou prdvé viechny funkce y, kterd lze vyjddit jako soudet
y = u(z) +v(z), kde v(z) je néjaké vesent piistusné homogenni diferenciding rovnice

(2) ay” + by’ + cy = 0.

Diikaz tohoto tvrzeni je velmi snadny. Je-Hi v n&jaké feSeni rovnice (2), pak
a(u+v)" +b(u+v) +c(u+v) = (av” + b’ + cu) + (av” + b’ +ev) = f(z) +0 = flz).
Funkce u + v je tedy feSenim rovnice (1). Naopak, je-li funkce y FeSenim rovnice (1), je
¥y =u+ (y —u) a funkce v = y — u je feSenim (2), jak si snadno ovétite.

Jinak fe¢eno, k popisu viech fedeni rovnice (1) sta&i znét jedno n&jaké Fedeni rovnice
(1) a vBechna fefeni rovnice (2). Jingmi slovy je mo#no toto formulovat takto: je-li u(x)
néjaké fedeni rovnice (1), pak lze obecné feSeni rovnice (1) popsat vztahem
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obecné feseni (1)=u(z) + obecné Fedeni (2).

Proto si nejprve ukazme, jak nalézt obecné FeSen{ libovolné homogenni diferencialni
rovnice druhého ¥4du s konstantnimi koeficienty. Toto bude zéleZet pouze na koeficientech
a, b, ¢. Nebudeme zde odvozovat kroky, které vedou k nalezeni téchto FeSeni; spokojime se
pouze s konstatovanim vysledku. Doporudujeme ovéfit si platnost nasledujicich tvrzeni
zkouskou.

Reseni homogenni diferenciilni rovnice
Charakteristickou rovnici pfislu¥nou homogenni diferencialni rovnici

(2) ay” +by +ecy=0

rozumime kvadratickou rovnici
(3) ak? + bk 4+ ¢ = 0.

Véta. Pro diferencidlni rovnici (2) a charakteristickou rovnici (3) plati:

1. Je-li k redlngm kofenem rovnice (3), pak je funkce y = € vedeniém rovnice (2);

2. Je-li k dvojndsobngm redingm kofenem rovnice (3), pek jsou obé ndsledugict funkce
y = ek gy =z e Fedenim rovnice (2);

3. Je-li komplezni &islo p + iq kofenem rovnice (8), pak jsou obé ndsledugict funkce
1y = eP% .cosqr a y = eP* - singx Fefenim rovnice (2).

Vzhledem k tomu, %e obecné fedeni diferencialni rovnice (2) je vidy linedrni kombinaci
dvou linearné nezavisljch (tj. jedno neni ndsobkem druhého) feSeni rovnice (2), plati
nasledujici véta.

Vé&ta. Necht ak?+bk+c = 0 je charakteristickd rovnice homogenni diferencidlnt rovnice
druhého Tddu s konstantnimsi koeficienty ay” + by’ + cy = 0. Potom plati:

- 1. Md-li charakteristickd rovnice dva rediné kofeny k1 a ks, pak obecné teseni diferen-
cidlnd rovnice je y = Cp - €M% + Cy - 2% €y, Cy € Ry

2. Md-li charakteristickd rovnice jeden dvojndsobny redinyg kofen k, pak obecné tedenti

diferencidlng rovnice je y = Cy - e** + Cy -z - e*®, C1, C2 € R;
3. Md-li charakteristickd rovnice komplezni kofeny p+tiq, pak obecné fedeni dzferencmlm
rovnice je y = Cy - eP* - cosqz + Cq - €P* -singz, C1, Cz € R.

Pi#iklad. Uréeme obecné feSeni diferenciilni rovnice ¢ — 5y’ + 6y = 0.
Charakteristicka rovnice k2 — 5k + 6 = 0 ma fefeni &y = 2, k2 = 3, a proto obecné FeSeni
dané rovnice je y = C1e*® 4 Cze®®, C1, C3 € R.

Pi#iklad. Uréeme obecné fefeni diferencialni rovnice y" — 4y’ + 4y = 0.
Charakteristick4 rovnice k? — 4k + 4 = 0 ma feSeni k; = kg = 2, a proto obecné Fedeni
dané rovnice je y = C1e2® + Coze®®, C1, C; € R,

Piiklad. Uréeme obecné fefeni diferencidlni rovnice y” — 4y’ + 8y = 0.
Charakteristick4d rovnice k% — 4k + 8 = 0 m4 FeSeni k; = 2 + 24, ks = 2 — 2¢, a proto
obecné feSeni dané rovnice je y = C1e*® cos 2z + Cye?*sin 2z, Cy, C» € R.

Pr¥iklad. Uréeme obecné fefeni diferencidlni rovnice 3" + 9y = 0.

Charakteristick4d rovnice k% + 9 = 0 ma dva komplexné sdruzené kofeny, a to kofeny
k1 = 34, ko = —3i. Obecné fefeni dané diferencialni rovnice je y = C cos 3z + (' sin 3z,
Ch, Cs € R.

R STy
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Reseni nehomogenni diferenciilni rovnjce se specialni pravou stranou

Nyni se miliZeme zabyvat otdzkou, jak nalézt néjaké (libovolnd) teseni diferencidlni
rovnice ay” + by’ + cy = f(x). Tento problém neni jednoduchy, umime ho viak fesit
v piipadé, Ze pravd strana rovnice, tj. funkce f(z), je dostateéns »rozumnd” v tom
smyslu, Ze se podstatnd neméni derivovanim. Tuto »rozumnou” vlastnost maji funkce
polynomické, exponencilni a goniometrické. Ukazme si nékolik zékladnich situaci, jak
nalézt n€jaké feseni diferencidlni rovnice ay” + by + cy = f(x).

Véta. Méjme diferencidlng rovnici ay” + by + cy = f(x). Plati:

1) Je-li f(x) = eP®- P(z), kde P(x) je néjaky polynom, potom Fesenim dand diferenciding
rovnice je funkce u(z) = " - eP* . Q(z), kde ¢islo r uddvd kolikandsobngm kovenem pii-
slusné charakteristické rovnice je &islo p (tj. r € 10,1,2}) a Q(z) je vhodny jednoznacné
urceny polynom stupné stejného jako je stupen polynomu P(z);

2) Je-li f(z) = eP® - (P(z) cos gz + Q(z)singz), kde P(z) o Q(z) jsou néjaké polynomy,
potom TeSentm dané diferencidlni rovnice je funkce u(z) = z7 - &P . (R(z) cos gz +
+5(x) singz), kde &slo r uddvd kolikandsobngm kovenem piistusné charakteristicke TOU-
nice je komplezni &islo p +ig (tj. r € {0,1}) @ R(z) a S(z) jsou vhodné jednoznacéné
urcené polynomy, jejichs stuper Jje mensi nebo roven mazimu ze stuprid polynomi P(zx)

a Q(z).

UkaZme si nyni na pifkladech jak tuto vétu vyuZit pro hleddni n&jakych feseni dife-
rencialni rovnice. '

Priklad. Najdéme obecné feseni diferencidlni rovnice Yy’ — 4y + 3y = —4dxe®.

Snadno zjistime, %e charakteristicks rovnice k? — 4k 4+ 3 = 0 ma kofeny k3 =1 a ky = 3.
Vime také, Ze obecné Fefen{ dostaneme jako soudet ngjakého fefeni diferencislni rovnice
a vSech moZngch linedrnich kombinaci funke{ e® g 3% Podle ptedchozi véty vime, Ze
funkce u(z) = z - e*(Az + B) bude, pro vhodné jednoznaéné uréené konstanty A a B,
hledanym feSenim dané diferencidlni rovnice. Zatim neznamé konstanty A, B zjistime
tak, Ze dosadime funkei v(z) do piivodni rovnice a porovname koeficienty u jednotlivych
mocnin polynomi na obou stranich rovnice. Jestlize dosadime do rovnice " — 4y/ +3y =
. = —4xe® misto y, ', y” virazy v(z) = e®(Ax? + Bz), v'(z) = e*(Az? + (24 + B)z -+ B)
av”(z) = e“(Az? + (4A+ B)z + 24 + 2B), dostaneme (po nezbytnych Upravich) A =1
a B = 1. Obecné Feseni nasi diferencialni rovnice tedy je y = (22 + z)e” + Che® + Cyed?,
kde Cy a Cy jsou libovolné konstanty. Ové&ite viechny kroky vypoétu.

Priklad. Najdéme obecné Fedeni diferencialni rovnice Y+ 4y + 4y = 822

Charakteristicka rovnice k* + 4k 44 = 0 m4 Jeden dvojndsobny kofen k = —92. Vime, Ze
funkce u(z) = Az?+ Bz +C bude, pro vhodné konstanty A, B, C| fefenim dané rovnice.
Dosazenim funkce v(2) do rovnice a porovnanim koeficient dostancte, 7e 4 = 2, B = —4

a (' = 3. Obecnym FeSenim nasi rovnice je y = Cye=2% + Coze™ + 222 — 4z + 3, kde
C1 a Cy jsou libovolné konstanty.

Ptiklad. Uréeme obecné Fefeni diferencidlni rovnice y" — 3y +2y = 10sinz.
Charakteristicka rovnice k2 — 3k + 2 = 0 m4 dva redlné kofeny k1 = 1 a ks = 2. Refienim
rovinice je, pro vhodné konstanty, funkce u(z) = Acosz+ Bsinz. Dosadime-li tuto funkei
v(z) do plivodni rovnice, dostaneme (A—3B) cos z+(3A+B) sinz = 10sin . Porovnénim
koeficienti u funkef sinz a cosz dostaneme dvé& rovnice A ~ 3B = 0 a 34 + B = 10,
TeSenim této soustavy rovnic je A =3 a B = 1. Obecné feseni nasi diferencialni rovnice
jey = Cie® + Cye* + 3cosz +sinz, kde Oy a Cs jsou libovolné konstanty.
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Poznamka. Vzhledem k linearité FeSeni téchto diferencidlnich rovnic, je mo%no nachézet
néjaks TeSeni i v piipadeé, Ze pravd strana rovnice je souctem dvou nebo vice funkei
typu, ke kterym jiZ umime néjaké feSeni nalézt. Mame-li napriklad diferencialni rovnici
y" —y = 2 + 2% 4 2sinz, potom ndjaké fefeni této diferencialni rovnice lze nalézt ve
tvaru u(z) = v (z)+ua(x) +us(z), kde u; (x) je ndjaké fefeni rovnice ¢y’ —y = 2e%, ua(z)
je néjaké FeSeni rovnice y” — y = 2? a uz(z) je n&jaké Fedeni rovnice y”’ — y = 2sinz.
Ovsite si, Ze obecné Fefeni této rovnice je y = C1e® + Che™® + 2% — 22 — 2 —sinz, kde
C&,CbEEIL

Obecné fefeni diferencialni rovnice druhého ¥adu obsahuje vidy dvé volitelné kon-
stanty C a Cy. Budeme-li chtit jednoznaéné uréit n€jaké partikularni feseni diferencialni
rovnice druhého fddu, musime mit k dispozici dvé poéatedni podminky, které povedou
na jednoznacné fesitelnou soustavu dvou rovnic ¢ proménnych Cy a (. UkaZme si jeden
priklad.

Piiklad. Uréeme to partikularni fegeni p(z) diferencidlni rovnice 3" + 4y = dx — 4, pro
které plati: p(0) = 0 a p'(0) = 3.

Nejprve najdeme obecné feseni. Charakteristicka rovnice k2 + 4 = 0 mé dva komplexn&
sdruZené kofeny, a to kofeny k1 = 2¢ a ks = ~2¢. Obecné feSeni nasi rovnice tedy bude
y = Cf-cos2z + Cy - sin2z + u{x), kde Cy a Cy jsou libovolné volitelné konstanty a
u(z) je néjaké ¥eeni nasi diferencialni rovnice. Vime, %e existuje feSeni rovnice ve tvaru
u(z) = z2°- - (Az+ B) pro n&jaké konstanty A, B. Je-li u{z) = Ax+B, pakje v/(z) = A
a u”(z) = 0. Po dosazeni u(z) a u”(z) do rovnice dostaneme 0 + 4(Az + B) = 4z — 4.
Z tohoto vztahu snadno zjistime, Ze musi byt A = 1 a B == —1. Obecné FeSeni na&i rovnice
tedy je y = C1 - cos 2z + Cy - sin 2z + 2 — 1. Mé-li funkece y spliiovat podminky y(0) =0
a ¥ (0) = 3, musi byt Crcos0+ Casin0+0—-1=0a —2C;sin0+ 2C3cos0+1 = 3.
Konstanty C7 a Cy musi vyhovovat rovnicim C; — 1 = 0 a 2C3 + 1 = 3. Témto rovnicim
vyhovuje Ci = 1 a Cy = 1. Hledané partikuldrni feSeni je p(z) = cos 2z+sin2z+z—1. Na
obr. 18 je zobrazeno nékolik partikularnich FeSeni rovnice. Partikuldrni Fefeni p(z) je na
tomto obrazku zobrazeno plnou ¢arou, ostatni funkce jsou zobrazeny ¢arou pferusovanou.
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Metoda variace konstant

Zpiisob Teseni diferencidlnich rovnic, ktery jsme si ukdzali v pfedchazejici &sti, je
docela pohodlny a nendroény (vystatime s derivovénim, Gpravami a Fefenim soustav li-
neadrnich rovnic). BohuZel je mo#no ho pouzivat pouze za dosti omezujicich pfedpokladii
na pravou stranu rovnice (1). UkéaZ%eme si nyni i dal3i moZnost Fefeni linedrnich dife-
renciélnich rovnic s konstantnimi koeficienty, kterd je sice pracnéjsi, ale také obecndjsi.
Zpisob TeSeni, kterym se budeme zabjyvat, je zobecnénim metody ,variace konstanty®,
kterou lze FeSit linedrni diferencidlni rovnice prvniho fadu a nazjva se ,metoda variace
konstant“. Odvodme si tuto metodu. -

Uvazujme diferencialni rovnici ay” + by’ + cy = f(z). Necht 1 a yo jsou dvé linearng
nezdvislé funkce, které jsou ¥eSenim pfisluiné homogenni rovnice ay” + by’ + cy = 0.
Obecné FeSeni této homogenni rovnice je y = Ciy; + Cayz, C1, Cy € R. Hledejme nyni
feseni plivodni diferencidlni rovnice ve tvaru y = Ci(z) - y1 + Ca(z) - ¥, kde C1(z) a
Ca(z) jsou n&jaké funkce. Potom je

y' = Ci(z) 31+ Ci(z) -4y + Cy(2) - y2 + Ca(z) - v
Zvolme si dodate¢nou podminku Cj(z) - y1 + C4(z) - y2 = 0. Za tohoto piedpokladu je
Y =Ci(z) th +Calz) -y 2 y" =Ci(a) -9y + Cile) - yf + Cy@) - y5 + Calm) - 95

Po dosazeni téchto vztahfi do pivodni diferencidlni rovnice a jednoduchjch vpravach
dostaneme:

a-C1(z) -y1 + Cr(e) - (ayy +by1 +cyr) +a- C3(a) - ya + Ca(2) - (ays + bys + cpe) = f(=).

VyuZijeme nyni, Ze funkce y; a y; jsou FeSenim pfisludné homogenni rovnice; dostaneme
a C1(z) y; +a-Cy(z)-yo = f(x). Vidime, Ze pro to, aby funkee y = C1 () -y, +Ca2(z) - y2
byla feSenim nasi diferenciilni rovnice, staéi aby platilo:

Cl@) 3+ O4(e) 12 =0 & Ci(w)-vh + Cyla) v = L,

Toto je soustava dvou rovnic o dvou neznamych Ci(z) a Ch(z), kterd ma pravé jedno
FeSeni (coz je diisledek linedrni nezavislosti funkef 4 a y2). Integraci funkei C(z) a C4(x)
dostaneme, za predpokladu, Ze jsme schopni tuto integraci provést, hledané funkce Ci (x)
a Cy(z). Poznamenejme, %e obé tyto funkce obsahuji integraéni konstantu.

V literatufe je tento vysledek obvykle formulovan s vyuZitim Cramerova pravidla pro
uréovani FeSeni soustav linedrnich rovnic pomoci determinantfi. Nam stadi jenom védét,

co znamena symbol @ 2 Jeto |¢ 2 =a-d—b-c Oznacme
W(fb’) — h Y2 Wl(m) — 0 Y2 a Wz(-’l?) : n 0 .
yi 1| Ly v &

Potom obecné Fefeni diferencidlni rovnice ay” + by’ + cy = f(z) je

Y= / Wﬂ?((:)) dz + ys - I;//z((;)) dz.
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Nisledujici dva pfiklady nam ozfejmi tuto metodu.

Piiklad. Najdéme obecné fedeni diferencidlni rovnice ¢’/ +y = tgz.
Resenim charakteristické rovnice k2 4+ 1 = 0 je k = #i. Funkce y = cosx a y = sinz jsou
dvé linedrné nezavisli feSeni prisluiné homogenni rovnice. V nafem piipadé je

. . 2
sin“
W(z) = cosz  sinz) _ 1, Wiz)= ‘ 0 sinz _ ,
—sinT Ccosz tgr cosx COS T
cos T 0 .
Wal(z) = - sin .
Uréeme Ci(z) a Ca(z). Je
sin® :c sin® ¢ sin r=t
- _ — = [ ——di=
Gle) ./ COS T / cos® cosads = coszdz=dt ‘ f t2 -1

1 1 1 1 1 1
= (14— 2. dt=t+ - Injt—1)— =Inft+1| =
(+2 t—1 2 t-l—l) trglt=1— g+

1 1
:sin93—|—§1n|sin:c—1|— §1n|sin:c—|—1|+K1,

Cofz) = /Sinxda: = —cosz + K.

Obecné feSeni nadi rovnice tedy je
y=cosz - (sinz+ §In|sing — 1| — 3In|sinz + 1|+ K1) +sinz - (—cosz + K3) =
= Kicosz+ Kysinz + 1 -cosz-In|sinz + 1| — § - cosz - In|sinz — 1].

£
72+ 1
Charakteristickd rovnice k% — 2k + 1 = 0 mé jeden dvojnisobny kofen k& = 1. Funkce
11 = e* a yg = ze® jsou llnearne nezav1sla feSeni prFislu$né homogenni rovnice. Déle je
W (x) = e2*, Wy(z) = ;gj_l a Wa(z) = 2+1 Dale uréime Cy{z) a Ca(z). Je

-z 1 o 1

C’l(m):fwz_l_lda:: —Eln(a: + 1)+ K, aCz($)=f$2+1
Po jednoduché tpravé dostaneme: y = K1e® + Koz - e® — 2e¥ - In(z? + 1) + z - e” - arctga.
Ovéite peclivé viechny provedené vipocty.

Pi#iklad. Najdéme obecné Feseni diferencialni rovnice y”’ — 2y’ +y =

dz = arctgz + Ko.

Poznimka. Teorie fedeni linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty
fadu t¥i a vice je velice podobna teorii FeSeni téchto rovnic fadu dvé, Opét ude hraji roli
ko¥eny charakteristické rovnice, opét plati véta o popisu vSech FeSeni jako souttu néjakého
fefeni a vSech fefeni pfislusné homogenni rovnice, opét je moZno, alespont v nékterych
piipadech, hledat n&jaké feSeni metodou neurditych koeficientti a opét existuje metoda
variace konstant, kterd dava analogické vysledky.

Ziskané znalosti o feSeni linedrnich diferencidlnich rovnic druhého fadu si nejlépe
uchovate tim, Ze si je procvidite pfi vypodtu nasledujicich pfikladd.

Priklady k procvideni

Vypodtéte obecné Fefeni homogennich diferencidlnich rovnic druhého fadu:

1) y” + 3y’ — 10y = 0; 2) ¥ — 4y’ =0; 3) 3y" + 2y —y=0;
4) ¥ -4y +4y =0; 5) 4" — 4y +y=0; 6) v — 4y + 13y = 0;
7y +y=0; 8) y" + 2y + 3y = 0; 9) 9" +y=0.

e S R o L
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UrCete partikuldrni feSeni danych rovnic, které splituji dané podateéni podminky:

10) ¥’ +y — 2y =0; y(0) =2, 4/(0) = ;
11) y" + 4y = 0; v(3) =4 ¥ (F) = —4
12) 16y" — 8y’ +y =0; y(0) =0, y'(0) = 2.

Naleznéte obecné fesSeni nehomogenni diferencialni rovnice s konstantnimi koeﬁmenty
Pouzijte metodu ,odhadem” n&jakého Fedeni:

13) 'y — 3y -+ 2y =3e77%; 14) y” — 3y + 2y = &%

15) ¢ — 2y’ + 5y = (4z + 3) - &%; 16) v +y' — 2y = (22 4+1) - &
17) ¥’ — Ty + 10y = (6z + 7) - &% 18) " + 4y — by =1;

19) v/ — b5y +6y =z +1; 20) ¥ — vy — 6y = 3z% + 2z;
21) ¥ +y = 2% 22) ¥ + 3y’ = 9z,

23) yH _ 2yf — £L'2 — 24) ,yH _ 4y —_ 835'3,

25) ¥ — 3y’ + 2y = 9sinz + 3cos z; 26) v’ — 7y’ + 6y = sinx;

27) 9y’ — 6y’ +y = sin ~3ﬂi; 28) y" + 2y + 5y = — L cos 2a;
29) " + 2y — 3y = 2% &7 30) v’ — 2y + 2y = e® - cosx.

U dalsich pfikladi uréete partikuldrni feSeni splitujici dané pocatetni podminky:

31) 20" +y —y =26 y(0) =3, 4/(0) = —
32) y" +4y = sinz, y(I) = %; (%) = \/TE;
33) ¥+ 6y + 9y = (2x +1) - ¢, y(0) = 5, ' (0) = &;

34) ¢ —y =6 — 22, y(0) = 4, y'(0) = 2,

U nasledujicich pitklad naleznéte obecné Fedeni. PouZijte metodu variace konstant:

12 142
35) y”—'y=5—;g; - 36) ¥ -2 = j;zx,
2z
1
37) y”—4y’+4y:e—2; 38) 2" + 8y = —5—.
sin” 2z

Naleznéte obecné fegeni diferenciilnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Ulohu feste jak
metodou wodhadem”, tak metodou variace konstant:

39)y =3y +2y =& 40) ' —dy + 4y = 27 41) " =2y + 2y =z - e”.
Vysledky _

1) y=01 32j+029_5$; 2) y=Cl+O284I,

3) y=Cre % Cyed; 4) y=C1e* + Coze

5) y=Cre? + Cozef; 6) y = e2*(C} cos 3z + Cy sin 3z);

7) y=Cicosz + Cysinz; 8) y = e *(C} cos vV2z + Cy sin v/2z);
9) y=Cicos § + Casin 2. IO)yzgem—l—ée‘zm,

11} y = 2cos 2z + 4sin 2z; 12) y = 2zex.

13) y=Cre® + Che?® + ée_“’, 14) y = C1 6% 4 Che® — ze®;

15) y = (Crcos2z + Casin2z) e® + (%—I—a:) e’; 16) y=Cre®+ Che 2‘”+(éx 215) ez,
17) y—Ole5”+02e2°’—(:1:2+3:z:)e2"’; 18) y:O’lem—l—Cge*E—%,
19)y—*0162“’—|—0233"’+ $+36, 20)y—0183$+026—2$—$—*%—356,
21) y = Clsm:zz—l—Cgcosa:—i—a: -2 22) y=C1+Cre™3 4 3% — g;
23)9’:01+C'2€2“’—%3; 24) y=C1e*® 4 Cye 2% ~ 223 — 3y,
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25) y = C; e® + Cae** + 3cos x; 26) y = Cye® + Cae® + 71-4 (7cosz + 5sin:nj
27) y*—-Cle% +C’2$e'§‘+%cos§; 11
28) y=Cre ®cosla + Che *sin2r — % cos 2z — 28in 2x;

29) y=Cre>* +Che® + (%—;— - f—; + 5’92-) e®; 30) y=Cie®sinz + Cye®cose+ %e‘”a:sin.f

31) y =2e " + €% 32) y:—-‘-{e—gcos2m+?5in2$+%sinw;

33) y =563 4 15ze73% + 1ye?; | 34) y =5e" +3e "+’ — 4.

35) y=C1e" +Che™™ — 33 36) y = C1 + Coe*® —Injzl;

37) y = Cye2* + Cyze®® — e* In|z; 38) y:0131n2$+02cos2x+2—§9’65:i3—§;1,
39) y = Cre® + Cre®™ + & &5 40) y = Cye%® + Cazme®™ + 2° + iz+ 3 44

41) y= Cre®sing + C2e° cosz + ze”.
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