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Metoda per partes
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[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

Funkce je sou¢inem polynomu a logaritmické funkce — per partes. I




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

u=Inx u =
/(x+1)lnxdx:

v=x+1 v

Integrujeme per partes pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx

kdeu =Inxav = x+1.




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

/(x+1)lnxdx:

Integrujeme per partes pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx

kdeu =Inxav = x+1.
=




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

/(x+1)lnxdx:

Integrujeme per partes pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx

kdeu =Inxav = x+1.
=




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

/(x+1)1nxdx =

Roznéasobime zavorku.




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

/(x+1)1nxdx =

Dokon¢ime integraci.




[Vypoététe /(x +1)-Inxdx

/(x+1)1nxdx =

= (x—2+x>1nx— <l-x—2+x>+c
2 2 2
x—2+x>lnx—1x2—x+c
2 4
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[Vypoététe / xsinx dx
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[Vypoététe / xsinx dx]

/x~sinxdx

v =sinx W=

Integrujeme per partes pomoci vzorce

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

kde u = xa v’ =sinx.




[Vypoététe / xsinx dx]

/x~sinxdx

v =sinx U= —COSX

Integrujeme per partes pomoci vzorce

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

kde u = xa v’ =sinx.




[Vypoététe / xsinx dx]

/x~sinxdx

v =sinx ©v= —cosx

= —xcosx—/1~(—cosx)dx

Integrujeme per partes pomoci vzorce

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

kde u = xa v’ =sinx.




[Vypoététe / xsinx dx

/x~sinxdx

v =sinx ©v=—cosx

= —xcosx—/l~(—cosx)dx

= —xcosx+/cosxdx

Upravime. I




[Vypoététe / xsinx dx

/x~sinxdx

v =sinx ©v=—cosx

= —xcosx—/l~(—cosx)dx

= —xcosx+/cosxdx

= —Xxcosx+sinx +c

Integruje druhou ¢ast: / cos x dx = sinx




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

Funkce je sou¢inem polynomu a sinu — per partes. I




[Vypoététe / (x —2) - sin(2x) dx]

/ (x —2)sin(2x) dx =

v =sin(2x) v=

Integrujeme per partes pomoci vzorce

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx

kdeu = x —2a v = sin(2x).




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

/ (x — 2)sin(2x) dx =

1
v/ =sin(2x) v= —5 €08 2x

(Plati ] )
v = /v’(x) dx = /sin(Zx) dx = = cos(2x),

protoze

/sinxdx:—cosx a /f(ax+b) 011 (ax +b).




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

/ (x — 2)sin(2x) dx =

1
v/ =sin(2x) ©v: —5 08 2x

=(x—-2)- (—%cos(2x)) —/1- (—%cost) dx

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

/ (x — 2)sin(2x) dx =

1
v' =sin(2x) ov= —5 Cos 2x

=(x—-2)- (—%cos(2x)) —/1- (%cost) dx

1 1
= —E(x —2)cos(2x) + E/COS2de

1
Vytkneme konstantu (— E) z integralu.




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

/ (x — 2)sin(2x) dx =

2
=(x—-2)- (—%cos(Zx)) —/1- (—%cost) dx

1 1
= —E(x —2)cos(2x) + E/COS2XdX

1 1 1
= —E(x —2)cos(2x) + ) sin(2x) + ¢

' 1
Plati / cos(2x) dx = 3 sin(2x), protoze

/cosxdx:sinx a /f (ax+b) = (ax+b)




[Vypoététe /(x —2) -sin(2x) dx

/ (x — 2)sin(2x) dx =

1
v' =sin(2x) ov= —5 Cos 2x

=(x—-2)- (—%cos(2x)) —/1- (—%cost) dx

1 1
= —E(x —2)cos(2x) + E/COS2de

1 1 1
= —E(x —2)cos(2x) + ) sin(2x) + ¢

1 1
— _§<x —2)cos(2x) + 1 sin(2x) + ¢

Upravime. !




N

[Vypoététe / x arctg x dx.
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[Vypoététe / x arctg x dx.

/ x arctg x dx

Jedna se o soucin polynomu a funkce arkustangens. I




[Vypoététe / x arctg x dx.

1
u=arctex u =
arctg T2
/xarctgxdx
v =x v—x—Z
- 2

Budeme integrovat metodou per partes. Budeme integrovat polynom a
derivovat arkustangens.




[Vypoététe / x arctg x dx.

1
u=arctgx u' = T2
/xrtxdx —xzrtx—l/ x? dx
arcs T2 T 12
/ x2
0 =X 0—7

/uv’dx:uv—/u’vdx I




[Vypoététe / x arctg x dx.

1
u=arctgx u' = T2
[ xarctgxd —xzt—l/xzd
x arctg x dx = Farctgy — 5 [ so—pdx
/ x?
v =x v=">
2

:?arctgx—z/ 1+x2d

Racionalni funkci, ktera neni ryze lomend, délime:

x? (x2+1)—1 22+1 1 1

- — _ -1
X241 x2+1 2+1 x2+1 X2 +1




[Vypoététe / x arctg x dx.

1
u=arctgx u' = T2
x2 1 x?
/xarctgxdx = ?arctgx—i/mdx
/ X
v =x V=5
2
x
:?arctgx—z/ 1+x2d
2

—xart 1( t. )—I—
=3 ctg x 2x arctg x c.

K dokonéeni zbyva integrovat jedni¢ku a jeden parcialni zlomek. To
provedeme pomoci pfislusnych vzorcti.




[Vypoététe / Inxdx

= B ©Robert Mafik a Lenka Pribylov, 2007/



[Vypoététe / Inxdx

/1-lnxdx

Funkci je sou¢inem polynomu a logaritmické funkce:

/1 -In xdx.

Integrujeme per partes pfi volbé u = Inxav’ = 1.
=




[Vypoététe / Inxdx

1
u=Inx u ==
/1-lnxdx x




[Vypoététe / Inxdx

, 1
u=Inx u ==

/1-lnxdx * :xlnx—/ldx
v =1 v=x

/u~v’dx:u~v—/u’~vdx

1
UZijeme vztah = 1.




[Vypoététe / In x dx

1
u=1Inx u = —
/1-lnxdx * :xlnx—/ldx

= pdligled — Ada(e




[Vypoététe / In x dx

1
u=1Inx u = —
/1-lnxdx * :xlnx—/ldx

=xlnx—x+c
=x(Inx—1)+c¢

Hotovo.




Vicendsobna per partes
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[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]
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[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 ' =

/(xz—i-l) -sin x dx

v/ =sinx ) —

4 )

o Funkce je souc¢inem polynomu a funkce sinus.

e Budeme integrovat per partes podle vzorce

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx

piivolbé u = (x*> +1) av’ = sinx.




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 u' =2
/(x2+1)~sinxdx

v/ =sinx V= —cosx

(x*4+1) =2x

/sinxdx = —CosX




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

= x>+1_ u' =2«
/(x2+1)~sinxdx

v/ =sinx V= —cosx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx

Konstantni ndsobek 2 a znaménko minus dame pied integral.




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 u' =2
/(x2+1)~sinxdx

v/ =sinx V= —CosXx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

Jesté jednou integrujeme per partes. Nyni u = x a v’ = cos x. I




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 u' =2
/(x2+1)~sinxdx

v/ =sinx V= —CosXx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©=sinx

=1

/cosxdx = sinx




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 u' =2
/(x2+1)~sinxdx

v/ =sinx V= —CosXx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©v=sinx

= —(x2+1)cosx+2(xsinx— /sinxdx)

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 u =2

/(xz—i-l) -sin x dx
v/ =sinx v = —COS X

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©v=sinx

= —(x2+1)cosx+2(xsinx— /sinxdx)

= —(x2+1)cosx+2(xsinx - (—cosx)) +c

Integrujeme sinus: / sinxdx = —cosx !




[Vypoététe /(x2 +1) sinxdx]

u=x*+1 u' =2
/(x2+1)~sinxdx

v/ =sinx V= —CosXx

= —(x2+1)cosx+2/x~cosxdx

v =cosx ©v=sinx

= —(x2+1)cosx+2(xsinx— /sinxdx)

= —(x2+1)cosx+2(xsinx— (—cosx)) +c

= (1—x%)cosx +2xsinx + ¢

Upravime. !




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.
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[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e *dx

Integruje soucin polynomu a exponencidlni funkce. I




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e *dx

[

e Integrujeme per partes.

e Polynom budeme derivovat a exponencielu integrovat.

e Nezapomenme, Ze /e*x dx = —e .




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e *dx

= (x> +1)e* +2/ xe ¥ dx

Vzorecje

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e *dx

= (x> +1)e* +2/ xe ¥ dx

e Opét polynom krat exponencialni funkce.

e Opét integrujeme per partes. Opét derivujeme polynom.




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e *dx

= (x> +1)e* +2/ xe ¥ dx

= —(x®>+1)e* +2<—xe‘x + /e_x dx)

Vzorec pro Cervenou &ést je / uv' dx = uv — / u'v dx, zbytek ztstane. I




[Vypoététe /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e *dx

v =e v=—e
u=x =1
—(x*+1)e +2/xex
vV=e* ov=-e"
(x241)e " —l—/ xdx
(x*+1De ™ +2(—xe*—e*)+c




N X
[ ypocltéte /(x2 +1)e *dx.

/ (x> +1)-e *dx




[Vypoététe / In? x dx
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[Vypoététe / In? x dx

/1~ln2xdx

e Je zde soucin polynomu a druhé mocniny logaritmu.

e Upravime funkci In? x na soucin (1) - (In®x) a integrujeme per
partes p¥i volbé u = Inxa v’ =1




[Vypoététe / In? x dx

u
/1-ln2xdx x

1
(In?x) =2Inx(Inx) = 21nx;

/1dx:x




[Vypoététe / In? x dx

2Inx
2 U = n

/1-ln2xdx * :xlnzx—2/1nxdx




[Vypoététe / In? x dx

u
/1-ln2xdx x :xlnzx—2/1nxdx

Tento trik jiz zname: NapiSeme funkci In x jako soucin (1) - Inx a
integrujeme per partes pti volbé u = Inxa v’ = 1.




[Vypoététe / In? x dx

21
u=Inx o =°2%
/1-ln2xdx X :xlnzx—Z/lnxdx
v =1 v=x
u=Inx o 1
X
v =1 v=x
1
1 ==
(Inx) .




[Vypoététe / In? x dx

21
u=In’x r 20X
/1-ln2xdx X :xlnzx—2/1nxdx
v =1 v=x
u=Inx u’:1
X
v =1 v=x

= xlnzx—2<xlnx—/1dx)

/u-v’dx:u-v—/u’-vdx




[Vypoététe / In? x dx

/1-ln2xdx x :xlnzx—2/1nxdx

v =1 v=x
=xIn?x—2 ( lnx—/ldx)
= xIn®x—2 (xlnx—x)

Dopocitdme integrél z jednicky. !




[Vypoététe / In? x dx

u
/1-ln2xdx x :xlnzx—2/1nxdx

v =1 v=x
:xlnzx—2(xlnx—/1dx)

= xlnzx—Z(xlnx—x) +c

=xIn®x —2xInx +2x +¢

Upravime. Hotovo. !
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[Najdéte / x3 sin x dx.
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~

[Najdéte / x3 sin x dx.

derivace derivace derivace derivace

u=x3 3x2 6x 6 0

3 _
x’sinxdx = )
integrace integrace integrace integrace
v =sinx > —cosx > —sinx ~cosx— sinx
4 )
o Trikrat integrujeme per partes, ale véechno zapiseme do jednoho
schematu.

e Zluté Sipka reprezentuje derivovani. Derivujeme aZ na nulu.

o Cervena Sipka reprezentuje integrovani.




[Najdéte / x3 sin x dx.

~

/ x3 sin x dx

u=x3 3x2 6x 6 . 0
So,, %o %o, \O N
SN “ %\i
v/ =sinx —Cosx —sinx COS X sin x
—x3 cos x—(—3x? sin x)+6x cos x—6sinx + ¢

Nésobime ve sméru sipek. Soucintim ve sméru zlutych Sipek
znaménko ponechame, soucintim ve smeéru ¢ervenych Sipek znaménko
zménime a vSechny souciny secteme.




[Najdéte / x3 sin x dx.

u=x3 3x2 6x 6 0

/x3sinxdx =

v/ =sinx —Ccosx —sinx COoS X sin x

= —x% cos x—(—3x? sin x)+6x cos x—6 sin x + ¢

= (—x® +6x) cos(x) + (3x% — 6) sinx + ¢

Upravime. !




N

[Najdéte /(x3 +2)e *dx.
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N

[Najdéte /(x3 +2)e *dx.

/(x3 +2x)e *dx

derivace derivace derivace derivace
u=x>+2x 3x2+2 6x 6 0
integrace integrace  integrace integrace
e X T T e XX ——> ;X —— X
4 )
o Trikrat integrujeme per partes, ale véechno zapiseme do jednoho
schematu.

e Zluté Sipka reprezentuje derivovani. Derivujeme aZ na nulu.

o Cervena Sipka reprezentuje integrovani.




N

[Najdéte /(x3 +2)e *dx.

/(x3 +2x)e *dx

3
u=x>+2x 6 0
Ky S,
_ % \Q\’;
o = e~ X —e X e X
= —(x3 +2x)e *—(38x% + 2)e ¥+ (—6xe *)—6e 4

Nésobime ve sméru sipek. Soucintim ve sméru zlutych Sipek
znaménko ponechame, soucintim ve smeéru ¢ervenych Sipek znaménko
zménime a vSechny souciny secteme.




[Najdéte /(x3 +2)e *dx.

/(x3 +2x)e *dx

u=x3+2 3x2 42 6x

v =e ¥ —e ¥ e

—x _¢

—X

= "(x®+3x2+8x+8)+¢

= —(x®+2x)e ¥ —(38x% +2)e ¥+ (—6xe ¥)—6eF +¢
—e (23 +2x+3x% +2+6x46) +c

Upravime.

MMM




ReSeni pomoci rovnice
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[Vypoététe / e* cos x dx.
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[Vypoététe / e* cosx dx.]

/ e¥-cos x dx

Integrujeme soucin exponencialni a goniometrické funkce. I




[Vypoététe / e* cos x dx.]

/ e*-cosx dx

v/ =cosx ©=sinx

o Integrujeme per partes.

e Jejedno, jak zvolime u a v'.




[Vypoététe / e* cosx dx.]

/ e*-cosx dx

U = COSX v = sinx

= ¢ sinx — /exsinxdx

Vzorecje

/u-v’dx:u-v—/u'-vdx




[Vypoététe / e* cos x dx.

u=-¢e" u' =e*
/ex~cosxdx
v =cosx ©=sinx
u=-e" u' =e*
:e"sinx—/exsinxdx
v =sinx U= —cosx

e Opét soucin exponencidlni a goniometrické funkce.

e Integrujeme per partes, nyni musime zachovat stejnou volbu u a
/
v




[Vypoététe / e* cos x dx.

u=-¢e" u' =e*
/ex~cosxdx
v =cosx ©=sinx
. u=e" u' =e*
X L X e
=@ smx—/e sin x dx
v =sinx ©= —cosx

= e¥sinx — (—ex COS X —/—ex cosxdx)

Vzorec pro Cervenou &ést je / uv' dx = uv — / u'v dx, zbytek ztstane.




[Vypoététe / e* cosx dx.]

/excosxdx:exsinx—i—excosx—/excosxdx

Po dvou per partes jsme se dostali zpatky k integralu, ktery chceme
spocitat.




N

[Vypoététe / e* cos x dx.

/excosxdx:exsinx—i—excosx—/excosxdx

2/excosxdx = ¢ sinx +e*cosx +c

Résime jako rovnici s nezndmym integralem, proto jej pfevedeme na
levou stranu. PfipiSeme integra¢ni konstantu.




N

[Vypoététe / e* cos x dx.

/excosxdx:exsinx—i—excosx—/excosxdx

Z/excosxdx =e¥sinx +e*cosx + ¢

X
/excosxdx = %(sinx—l—cosx) +c

Délime dvéma a dostavdme vysledek. !




KONEC
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