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Metoda piimé integrace = A/O\fMMLG V@E ] ot w

Pfiklad 1. Vypodtéte f (22 — 52? + 8z — 3)dz.

Reseni. f{Qx — 512 +89:—3)d:c=2f:r3d3:—5f:n2dw+8f:cd:c—3f do =
=2. 475 T 18- — 8z = ja* — 32 +4x? — 3z + C.

B 9 2 2
Piiklad 2. Vypottéte /%dw

Refeni. [ qr = [a'st®lyy = (4o + 24 Y)de = 4fade +4f &y
+fz'3d$:4§+4ln|x\+~‘§:2m2+41n|a:!~%5+c_

2r -3

A 30 iy S T a0 A e g

dzx.

Piiklad 3. Vypoététe/

. B

Reseni. fimv—/gdxzf(%— Jydz =2z~ §dx—3fm*id:n—2m% _3% =

e
=4yi+ =+ C.
Priklad 4. Vypodlite | - YLl % A
V1 — A&

Reseni. fb‘r’l\/—__%fdxz Sfo;gd:c—Sf dr = 3 arcsinz — 5z - C.
Prklad 5. Vypodtste f -5

. ¥yp 1+ 22 .
ReSeni. Vyraz v Citatell zlomku mifeme takto upravit: f f:—;? dr = T +1124 dr =

2 2
= Lz—_l_lg%f'—l);%dm = f(z2-1- H%lmg}dr == % —z —4arctgx + C. Lze také pouZit
déleni mnohoélenu mnohoélenem, tedy (z* —5) : (% + 1) = 22 — 1 — P%T' a dale
pokradovat uvedenym zpiisobem. v

P¥iklad 6. Vypottéte / &3 . 2% dg.

= z 3z a@ — 29 o argir g
Regeni. Je¥ 2t de = [(e* 2)7dr = 1n(2e3) m2Fsine = 3faz T ¢

s N e 47"
Priklad 7. Vypodtéte f4 (1 7 +$2) dx.

Regeni. [4° (1—1+x ) dm—ftl‘”dx—fﬁ——gdm———arctngrC.

Priklad 8. Vypottéte /(3 sinz + 5 cos ) dz.

Refeni. [(3sinz +5cosz)dr =3 [sinadr+5 [coszde = —3cosz + Ssinz + C.
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- " cos 2z
Piiklad 9. Vypoctéte =
cos* T
cos 2z __ [ cos®z—sin’z COE 31'—(1—'305 T) 2cos® z—1
Resenl fcos cos? & dz = j cos? dz = cos? dx _f T otz dz =

-Zf“’s 2 dx — f—g—édm—%—tgm-’rC‘

CE}S € cOos

Piiklad 10. Vypoctéte / (2tgz + 3cotgx)? dz.

Reseni. f(ztg:r:+3cotgr)2 dz = [(4tg’z+12+9 cotg’z) dz = 4ffT‘;z—f;d:c+12f dz+
40 [ e dg — 4 [ Iz dy 1 122 + 0 [ 152822 do () g de (@) do + 120+

bln €T Sln T
+9 [ s de -9 d:z:—4tg:r:—4:E+12:L—9cotg:c—9x—4tg:r—9cotgw—w+0

Integrace metodou per partes

Piiklad 1. Vypoctéte /z7 ‘Inzdz.
t sl
8

Reseni. f:c7 -Inzdz = 1” - v
U= 'U

I

Il
k-lv—-'E'
5

= -’é—s(lnm -4 +C

piiklad 2. Vypotéte ] h%dz

_1
W=z"2 v=Inz
1

Reéeni.flnT:dx:f.r'i-lnde: geanh vl =2z lnz— 2f£da:—
=2.yz-lnz—2f2"idz=2 Yz -Inz-2-2 \/5—:2-\/5-(1na:—2)+(7.

Piiklad 3. Vypoctéte f T -2%dz.

Ticten: z w'=2" v=r g€ 1 :z:d‘ 2= 1 2
efeni. [z-2%dz = u=1222 ] *m'm—mﬁ r=z- 25— =
n

2" 1

Priklad 4. Vypoctéte ] (z® + 22* — 5z) - " d.

w=e¢® v=2z+2x% -5z
=e® v/=3z"+4z-5
w=e" v=3z2+4r—-5| _
u=e* v'=6z+4 1_
:(:03+212—5:r:)-e”’—-(3x2+41'ﬁ5)-e”‘+f(6:r+4)-e”d:c=(m3+2$2—5$)-ez—
i T o
—(3z2 +4z-5)-¢" + Zizz z,:gx+4 :(:f:3+23:2—5:):)-ef‘—(3:c2+4a:—5)-er+

+(6:L'+4)-eI—fﬁemd:r=e‘”(:c3+2:c2—5$—3$2—4£+5+6m+4—6)= .
=e"(z® -22-3z+3)+C. \/

Reeni. [(z%+22% —5z)-e"dr= = (z® +22% — 5z) - "~

—J"(3$2+4a:—5)-emd:r:($3+2:r:2_5$)-e$—
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3
o 1 §
Piiklad 5. Vypoctéte f($+3) cos x dz. ’V‘A” 0 Lo 0 /’Ja TC ey, ,}
L’, {,—( %
.. w=cosz v=z+3 . : G
Regeni. [(z+3)coszdr = w—sine v=1 = (z+43)sinz — [sinzdz = Iz,

= (x +3)sinz +cosx + C.

Priklad 6. Vypoctéte ]x - arctgzdz.

-~

_—
(A
2 oS =T v=arctgzr
Reseni. [z -arctgzdz=| _ 241 s _ _1 2’,’“ arctgz — % {—ﬁ%— di=
G V= 13a

= E-Q—L;l'—larctgm — %f dz = ﬁzﬂarctgﬂ: -3z +C.

Priklad 7. Vypodltéte / In® zdz.

u'=1 v=In’z

gy ,U_2ln:c

Reseni. flnz.’cd:n = fl-lnzfcd:c =

—z-nz-2[z - BZdr =

w=1 wv=Inz
u=zr v=
=z(ln*z-2lnz+2)+

=z In®z-2 =z n’z-2(zlnz— [z-1dz) = z o z—2z-Inz+2z =

Priklad 8. Vypodtéte

3% . coszdr. fﬁ)bjf j J7erﬁm«

w'=coszx v=23

k‘\. Qm.—-

Regeni. [3%-coszdz = = 3% .sinz —In3- [3" -sinzxdr =

u=sinz v'=3%-1n3

u'=sinz v=23"
u=—cosz v'=3"-In3
+1In3- [ 3% coszdr) =37 -sinz + 3" ‘In3-cosz —In*3- [ 3% - coszdz.

=3%.sinz —In3-

=3%.sinz —In3. (-3 cosz+

-Porovname-li zacatek a konec vypoctu, dostaneme rovnost
[ 3% -coszdz = 3° (sinz +In3 - cosz) — In23- [3- coszdr. Integraly pfevedeme na
levou stranu rovnice a dostaneme (1 +1n%3)- [3" coszdr = 3%(sinz +In3 - cos z).
A tedy [3"-coszdx = 5 (sinz +In3 - cos z) + C. Ke stejnému vysledku vede i

volba v’ = 3%, v = cosx. T

4dlng + 23

Priklad 9. Vypoctdte f“_'_g__d-""-
T

Refeni. [Heztedy = [i42dy + [Ldz =

u=—= /=1 B
T T
B L R L R
< = Inx A ?ﬁ i
- < s TG e T opsr ]
Priklad 10. Vypoétete]m -sin (Inz) dz. x o A\ XY 4
\\/-E-,
I .2 —gj ’(
ReZeni. [z? sin(lnz)dr = W= 'U, ) 5 1
u=2% v'=cos(lnz) 7

= %sin(ln:l:) —cho'o(lnx} i1dz = %isin{lnr) -f%cos(ln:r:)dn::
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u=2 wv=cos(ln )

:% i uz%i ’u*-sm(ln:r:) 1"
33— sin (Inz) — '—3* cos (Inz) — f 2 sin (hm:) 1z =
= %sin(ln:t) - —;—cos (Inz) -3 fa:2 sm(lnm) g
Plati, Ze f:a:2 sin (Inz)de = -g—sm (lnz) — r-cos (Inz) — Lfa? sin (nz)dz. Déle
dostavame 22 [ 2% sm (nz)dz = -(3 gin (In :c) — cos (Inx)), 7 toho yypotteme, 7€

[ - sin(ln z)dz =I5 ® (3sin (Inz) — €08 (Inz)) +

Integrace substituéni metodou

@@"

priklad 1. Vypottéte f 4r® -sin:r:jld/'
Redeni. Protoze diferencial funke 2 je 4r® dz, Je vhodna substituce ot =t Pak
4

| 4z sinz? d:c-—\ilxgdii(f\’fsmtdt--—cog * —cosz? +C.
{l“

Priklad. 2. Urcete f B+ m2)2 J_pws m Vq

3+3:2-t 3
frotent. [ gz =| 224 1dt % é}—-z-jtﬂﬂdtzg-t-_T:ﬂglf:
a:d:t--dt
i
—qarm tC

Piiklad 3. V oltéte f
" V2t 39:
Reseni. Tento integrél lze fesit su ubstitucf 2432 = 2 nebo 2 +3z =t Ukazeme s

oba zpiisoby.

94 3r=2
[ogdn=| dda=de _lf& ~-};jz’%dz:%-%:%ﬁ:%\r%—?ﬂ-{—c.
dz=13dz :
V2 +3z=t
943z =t*
fﬁd;}j: J;d::; 2tdt :%ft_r.—_% t%/\/+3;r,+c Jak je vidét
z vipoctu, vﬁrhodnejm a rychle]m zptisob integrace je substituce 2a odmocnmu.
Priklad 4. Vypoctéte ] 4. e¥ 5 dz.
95° + 5=t .
Redeni. [z'- e i dz = 109:4 dr= dt =L [etdt= Lot = Le’ +5 4 C.
rtdz= -— dt
g s 1
Priklad 5. Vypottéte | ——a_ d:
z-In"x

Inz=t % _s
\ [ =t i o g ¥

ReSeni. f——-rd:c— 1 do= di -

r-nd @

e TN
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3

tg x
Piiklad 6. Vypottéte / g
cos* T

dz.

3
Refeni. [£Z dz =

cos?

tgx=t 3 mg_ﬁ
d:c~dt‘ Jdee= + C.

CDS T
r
e” — 6

et — 6=t _ dt _ B .
emdw:dt‘*f © =Inlt| =Infe® — 6]+ C.

ProtoZe v tomto integralu je v {itateli derivace jmenovatele mohli jsme hned pouZit
dz =Inle® — 6|+ C.

dz.

Priklad 7. Vypoététe]

Reseni. I gff_-g dz =

eT—6

vzorec pro [ %q—)— dz a napsat piimo vysledek [ £

, e 1
Pfiklad 8. Vypoctéte /(1 3 :r2)a.rctg3:
Reseni. [ qrpmamags d2= m‘_:t"g_, dx = In|arctgz| + C.
. _’L‘2
Priklad 9. Vypodététe /mdm
3r4+4=t¢
€ omi [ x? 3dr=dt 59?4 t2—8t+16
Regeni. [ T dr = de =< =[5 -F=5 [Ftdi=
r=t4
=g [(§ -8t + 16r3)dt = L(In[t] — 851 +16¢ 2) = (In |t| +§(—§§) -
8(t—1 . a+
:.z.l.-(ln“;1+ (t )) In‘3m+4{—|—27 %r—:%ﬂ%*%l I3I+4i+m§+0.
Priklad 10. Vypodtst : d
. oétdte | ——— dzx.
fikla ypol o
. 3r=2¢ 2 W o | p—— -
Regeni. fﬁfdx = ‘3dx:2dt = f4+4t2 = 3 f 4(1+t2) s THez = garctgl =
= éarctg 37*" +C.
Pi#iklad 11. Vypoctéte f : dz
n R V2 — 322
3z? = 242 /i v
r - dx . i — 2 1 —_ 2 N S _—
Resenl.f\/z—_gp— %ﬁ:%ﬁg—ﬁ_[mdt—ﬁfﬂmdtﬁ

— int — ¥3 inEv3 V8 in TVE
= \/EarCSHlf— 7 arcsin \/5 = g arcsin 5 -{—C

Pfiklad 12. Vypoctete/

V1-— e2-’c
Reseni. [ ‘/%ﬁ S r sfcitdt = J \/’1th:5 = arcsint = arcsine® + C.
—
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sinx
Piiklad 13. Virnaotate Wi == i dz.
e ypo f9+1600521:

__sins _dg = dcosz=3t
16 cos® & .—4sin:[:d:t:=3dt

arctgt = — 15 arctg (53 cosz) + C.

Regeni. [ 5ri6cosz

B
12

dr

oy TN -
cos? @ - 1/25 — 36tg 2z
Gtg x="5t 5 1 1 1
= = = = =
Regeni. j———fm \6c0: ; dwzﬁdt\ Bfﬁdt L[ == dt

1
= arcsint = F arcsin ($tgz) +C.

Priklad 14. Vypoctéte f

Priklad 15. Vypoctete [

ﬁf’

. Pt . :
Regeni. | ﬁ:?;ﬁ; = |5 7 g;z— 5l = L[ = Larcsint = Laresina® +C.
8r+1
Pi"iklad 16. Vypoctete dz.
s f 4%+ 25

2z="50
1 = 2 =
Reseni. jzﬁ—g—dm—fﬂr“dm*“fmdm I fo +25i+\2d9:—-5dt B

= In |42? +925+5 fmdx—-lnM:c +251+50fm—dx-*1nl4:r: 1 25|+ J5arctgt =
= In (42® +25) + + Jsarctg g 2:+C.

i vl 1
Priklad 17. Vypoctéte _/ m dz.
Regenl. .rTIlzf#?dI:f(‘,ﬁl')ﬂEdQJ z+1=2t J_%d tslf-.fﬁ—:
T 45 T dI_de a2 44 2 t24+1
= % arctgt = 3 arctgL + C.
v
priklad 18. Vypottdte [ 2 z+2 g
2 — 6z +10

toni z+2 -
Resenl. fmdx = J‘G—de =

de=di
+fp%dt:%fﬁ;—dt+5f@—_ﬁﬂ Lin(t® +1) +5a.rctgt=ﬂ1n((:£- )2 +1)+
+5arctg(z —3) = 1n(:r: -6:c+10)+5arctg(:r—3)+0

r—3=t1
\ [upd = [ pbydis

Priklad 19. Vypoctéte [ sint r - cosz dz.

Regeni. [ gintz-coszdr = sinz=1 \ f ral t5 = %s’m5 z+C.

cosz dz= dt

Piiklad 20. Vypoctéte f cos? - sin® T dz.

Regeni. cos®T: sinz = cos’T sipdx - sing = cos®m (1 — oS 27)? . sinz. Ted
2 . 5 2 IR (e COS.’E"'t
cos? ¢ - gin” zdx = | €08° % 1 — cos?z)? -sinzdz = . =
I / ( ) —sinzdz=dt

— a1
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