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DEFINICNI OBOR FUNKCI JEDNE PROMENNE

Priklad 1. Uriete definitni obor funkee f(z) = In 3528 4 /T,
Reseni. Aby mél funkéni predpis smysl, musi byt splnény podminky Lf,**;—}i > 0,

: —
et -2 # 0,1 >0az 0. Refme nejprve prvoi nerovnici. Nésobime-li ob& strany

. - o oa . ) 2._ —
nerovnice ¢islem —1 (musime zménit znaménko nerovnosti}, dostaneme 4233 <« g

a po rozkladu &itatele a jmenovatele %”%}i—)j) <0az#0az#1 Nulovimi body
nerovnice jsou tedy z = -1,z =0,z =1, z = 5. Tyto nulové body rozdéli &selnou
osu na pét intervald, v nich? budeme zjistovat znaménko vyrazu (—?g%);(f—l_%) Znazornime
graficky.
@ 8 & - e @

Q Q e} 1}

-1 0 1 5
Ze znamének v jednotlivych intervalech vidime, Ze feSenim prvni nerovnice
je x € (-1,0) U(1,5). Podminkim 1>0az#0 vyhovuji z > 0, proto D(f) = (1,5).

Priklad 2. Uréete definiéni obor funkee f(z) = arcsin ;:i-i + & (;_Z).

ReSeni. Musi platit —1 < ﬁ;: £Lz4+4#0,In(8B—z)#0a8—2z > 0. Z toho

poﬁpravéog;;§+1a%—150,z#—4,8—m#1,m<8. Adéle0_<_21:+i42
—8

a5 <0,z# —4,z# Taz <8. Releni prvni nerovnice metodon nulovych bodf
znazornéme graficky.

& S] ®
Q (]
-4 -1

Nerovnice je splnéna pro ¢ € (~oo, —4)U(~1, 00). Z druhé nerovnice je vidét, Ze z+4 > 0,

tj. z >—4, a protoZe zéroveli z < 8 a z # 7, je D(f) = (-1,7)U (7,8).

Priklad 3. Uréete defini¢ni obor funkce f(z) = %?fff)‘ + /log (log (15 - z)).

z%—z—6

Reseni. Mus{ platit fog(itz) = O log(l1+2) # 0, 14+ > 0 a zérovets podminky vyply-
vajici z druhého séitance funkéniho pfedpisu zadané funkee, tedy log(log (15 — z)) > 0,
log {15 ~z) > 0 a 15 —z > 0. Redme nejprve podminky vyplyvajici z prvniho séitance
funkéniho pfedpisu. Po {ipravé (::ﬁ—a)_(z_+jzg 20al4+x#1laz>~1 Z prostiedni

log (14=
nerovnosti plyne, Ze 2 # 0. Prvni nerovnici fedfme metodou nulovych bod.
: : ) S 5]
] Q e} 9
-2 -1 0 3

Znaménka zlomku budeme uréovat pouze na intervalu (-1, oo), nebot log (1 + =) nenf
pro z < —1 definovdn. Césteénym fefenim je z € (~1,0)U (3, 00). Nyni fe¥me podminky
vyplyvajiei z druhého s¢itance funkéniho pfedpisu: log (log (16—z)) =2 0,log(16—z) > 0,
15—z > 0, tedy po tpravé log(15~-2) > 1,15 -z > 1, z < 15, tedy 15 — z > 10,
z < 14, z < 15, tedy = < 5. Definiénim oborem funkee je D(f) = (—1,0) U (3,5).

Priklad 4. Uréete defini¢ni oijor funkee flz) = 4/In ;ﬂ + lug(:r1—2)—1'

ReSeni. Musi byt splnény tyto podminky: InZt >0, 2 5 0,z -1 #£ 0,

log(z —2)~1#0az-2>0. Z prvni podminky plyne, ze z+i 2 1, tim je splnéna

-1
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i podminka druhd, dédlez £ 1 a log{z —2) #1,tj. 2—~2+£10, a tedy = # 12 a soudasné
z > 2. Z podminky :—I"—'_'_:% > 1 plyne % —-12>0, tj. ;3—1 2 0. Podminka bude splnéna,
bude-li z —~1 > 0, co% je proz > 2 vidy, Udélame-li prinik viech podminek, dostaneme
D(f) = (2,12) U (12, 00).

Priklad 5. Urdete defini¢ni obor funkee Flz) = -;-_—,3—_]T: +Vz? — 1,

ReSeni. Musi byt splnény nasledujici podminky: 1 —Inz > 0,1 - +I—Inz # 0,
z>0az?—12>0. Z prvni podminky plyne Inz < 1, tj. =z £ e. Z drubé podminky
jel—Inz # 1, tj. = # 1, a podle definice funkce Inz je z > 0. Prinikem téchto
podminek Je = € (0,10 (1,¢e). Z posledni podminky vypliva 2 > 1, ti. lz| > 1, tedy
z € (—00,~1) U (1,00). Prinikem téchto mno¥in ((0,1) U (1,€)) N ((~o0, —1) U {1,00))
dostaneme definiéni obor funkce D(f) = (1,e).

Ptiklad 6. Uréete definiéni obor funkee f(z) = arcsin /1 — 4z + 2z - V7 — 422,

ReSeni. Mus{ platit —1 < /1 — 4z S1L1~4z>0azx—4z? > 0. Jeliko? je vidy
Vv1—4z 2 0, upravime prvni nerovnici na tvar 0 < /1 — 4z < 1, z ¢ehoZ po umocnéni
plyne 0 £ 1 —4z < 1. Po odedteni jednitky od viech stran nerovnice —1 < —4z <0,
po vynasobeni nerovnice &islem —i— je ;1- 2z 20,atedy z € (0, %) V tomto zavéru
je Jiz obsaZena i druhd podminka. Z tfeti podminky po rozkladu na z (1 — 4z) > 0 jiz
nedostaneme nic nového, nebof musi-li byt 1 — 4z 2 0, potom i z > 0, ale to uZ je
obsaZeno v podmince minulé. Zavérem je tedy D(f)=(0,1).

Ptiklad 7. Urete defini¢ni obor funkce f(z) = arctg /e — 1 + T

ReZeni. Z podminky e* —1> 0 plyne z > 0. Dile musi platit 32 + 4z — z? > 0, co?
rozloZime na soutin —(z + 4)(z — 8) > 0. Releni této nerovnice metodou nulovych bodd
zndzornéme graficky.

e . © . O

-4 8
ProtoZe plati z > 0 a zéroven z € (~4, 8), pak definiénim oborem funkce ie D(f) = (0,8).

CB%iklad 8. Urete definiéni obor funkce f(z) = |/Z5llef24 4 dmecotgs
Reseni. Musi platit ﬁ_;_}};:ﬂg 20,2T-3"#0,1-log(z +3)#0az+3 > 0. ReSme

nejprve prvni nerovnici, tedy gx_;-?._l_‘('g‘;—al 2 0. Nulové body piisluné této nerovnici jsou

body z =3, 2 =8 a z = 3. Bod = = 3 se tedy vyskytuje dvakrat jako nulovy bod téze
nerovnice. Znézornéme graficky. - +

® e . 9 U

3 8 ’
Nerovnice je splnéna pro (—oc, 3)U(3, 8). Refenim nerovnice z4+3 > 0 jeinterval (-3, o0),
z podminky 1 — log(z 4 3) # 0 plyne log(z +3) # 1 a odsud z + 3 # 10, tj. = # 7.
Prinikem feSeni vech jednotlivych podminek dostévime D(f) = (-3, 3)U(3,7)U(7,8)

Ef’{ B%iklad 9. Urcete defini¢ni obor funkee f(z) = ﬁ{% + 1 +1n(z +1).
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el - ’ L 20—-
Reseni. Musi platit Tl > o, 10+3z—22£0,2# 0az+1> 0. Prvn podminku
upravime na tvar :((J;:_S—g%_is))- 2 0. Tuto nerovnici vyfesime pomoci nulovych bodd.
e" ® S S e

O o a 8]

-2 3 4 5
Druhd podminka = # —2 a 2 # 5 je ji% na obrdzku znazornsna, ProtoZe mus{ zdroven
platit x5 0 a z > —1, dostaneme vysledek D(f) = (-1,0)U(0,3) U (4, 5).

Priklad 10. Uréete definiéni obor funkee f(z) = arcsin 5%

Reseni. Musi platit —1 < mii’is < 1. JelikoZ 22 + 16 > 0 pro viechna z € R,
miZeme timto vyrazem nerovnici vyﬁé.sobit a dostaneme —2% — 16 < 10z < z? + 16,
z toho 0 < 22 + 102 + 16 a soudasné 0 <z!-10z+16. Po rozloZeni obou kvadratickych
trojélent na soudiny dostaneme 0 < (@+2)(z+8) a0 < (z —2)(z —8). Opé&t schematicky
znazornime nulové body a znaménka v jednotlivych intervalech pro obé nerovnice.
@ 8 &) ‘ @ o D
e ] L] | ]

: -8 -2 2 8
Udglame-li prinik mno#in ((—oco, —8YU(=2, 00))N{(—00, 2)U(8, 00)), dostaneme definiéni
obor D(f) = (~oo0, —8) U (~2,2) U (8, 00).

Piiklad 11. Uréete definiéni obor funkee flz) = /22 _ iT—g' + loga(z + 1)

Reseni. Musi byt splnény podminky f—'f% —E2>0,2-9 #0,z+2#40az+1>0.

42
Upravime prvni podminku uvedenim na spolegného jmenovatele rq“fj_"ﬁgi:_}';rﬂ) >0,
tedy -(—I:-zﬁf—m—) 2 0. Nulovymi body tohoto vyrazu jsou z =0 a z = +92.
c & 8 @
] ® (o]
) 0 .2

ReSenfm této nerovnice je sjednoceni intervalfy (~2,0) U (2, ). Vzhledem k podmince
412> 0, tedy z > —~1, je hledany definiénf obor funkce D(f) =(-1,00U (2, 00).
Priklad 12. Uréete definitnf obor funkce f(z) = e81=427 _ e

ReSeni. Aby mél funkén{ pledpis smysl, musi platit 81 — 422 > 0aad - 16z # 0.
ReSme nejprve prvnf podminku 4z2 < 81, tedy 2* < 8!, po odmocnéni lz| < 2. Této
podmince vyhovuji z € (—-—%, 7). Rozkladem druhé podminky na soudin dostaneme
z(z ~4)(z+4)#0,tedyz£0az # *4. Priinikem fefeni viech podminek Je definiéni
obor funkee D(f) = (—%,8) \ {—4,0, 4}.

Priklad 13. Uréete definiénf obor funkce flz) = iﬁ%

Refeni. Musi byt splnény podminky e* — 1 > 0,In(2-2z)#0a2—-2>0. Z toho
postupné plyne e* > 1, tj. ¢ > 0, déle 2 — z #Ltj. 2#1az <2 Prinikem feen
vBech téchto podminek dostaneme D(f) = (0,1)U(1,2).

Priklad 14. Uréete definiéni obor funkce f(z) = arctg (2z — 3) + o — In 3
Reseni. Funkce arkustangens je definovana pro viechna redlna &isla, vyraz 22 +4 nabjva
pouze kladnych hodnot (je tedy rizny od nuly), vyraz 2° je pro vSechna z kladny (je
tedy kladny i vyraz 1 4 2%). Defini¢nfm oborem jsou vSechna redlns &isla, D(f) =R.



DEFINICNI OBOR FUNKCI DVOU PROMENNYCH

Pfiklad 1. Nadrtnéte definiéni obor funkee dvou proménnych dané pfedpisem

flzy) = /575

P;e‘ée:ni. Aby mél funkén{ pFedpis smysl, musf byt splnény né.sﬂledujfcf podminky:

— 3 . rl —— 2
L5 2 0ay® -1 # 0. Nerovnici upravime na tvar %%)‘l > 0. Zobrazme
v roviné nulové kfivky pifislu¥né dané nerovnici. Jsou to kfivky y — 22 =0, y + z? = 0,

y—1=20,y+1=0(tj paraboly y = z2, y= -z apiimkyy = 1, y = -1).
Kfivky, jejichZ body vyhovuj podminkim, zobrazime plonou &arou (v naem ptipadé obg
paraboly), kiivky, jejich# body podminkdm nevyhovuji, ¢arou éarkovanou (v nasem pfi-
padé obé pfimky). Grafy t&chto funkei rozdslf realnou rovinu na deset oblast] . Dosazenim

- * et , e Id Ld . ’ — 2 L ” ’, ’, .
vnitiniho bodu kazdé této oblasti do vyrazu %f—l%%%l zjistime znameénko této oblasti,

tedy zda vSechny body zkoumané oblasti pat¥ do Fefen{ nerovnice L’E;—f:%gi—f;) > 0.

Resen{ této nerovnice je zobrazeno na obr. 1.

Priklad 2. Nafrtnéte definién{ obor funkce dvou promeénnych dané pfedpisem
flayy) = /EH52 4 /16 42,
Reseni. Aby mél funkéni piedpis smysl, musi byt splnény nésledujici podminky:
2 2
%j >0,y° —2? #0216 — y* > 0. VyfeSme nejprve prvnf nerovnici. Jmenovatel

2 2
g e _g . e d ’ W L4 v
rozloZime na soudin ff—__:flﬁ-l-_m) 2 0 a v roviné zobrazime nulové kiivky této nerovnice:

2 +y?-9=0,y—2=0,y+z=0 (tedy kruZnice se stfedem v poéitku a polomérem
3 plnou ¢arou a pfimky y = z a y = —g &arou ¢arkovanou). ReSeni této nerovnice je
na-obr. 2a. Refme nyni druhou nerovnici 16 — y? > 0, tedy y? < 16, fefenim jsou ty
body realné roviny, jejich¥ y-ové soufadnice le#i v intervalu (—4,4}, tedy body lezici mezi
pfimkami y = —4 a y = 4, véetnd bodd téchto pfimek, viz. obr. 2b. Hledany definiéni
obor zobrazeny na obr. 2c je prinikem obou dil¢{ch feeni.

Priklad 3. Naértnéte definiéni obor funkce dvou proménnych dané predpisem

flz,y) = /(e —y)e™* —y) + & +1log(5—1).

Reseni. Aby mél danj funkéni pfedpis smysl, musi platit (e* — y)(e™® — y) > 0,
y20ab—y>0. Zobrazme v roving nulové kiivky pfisluiné prvni nerovnici. Jsou to
kiivky e~y =0a e *—y =0, tj. y = e” a y = e~%, Redeni této nerovnice je zobrazeno
na obr. 3a. Prinik FeSeni zbjvajicich nerovnic (tedy y € (0,5)) je na obr. 3b. Prfinikem
reSeni viech podminek dostaneme poZadovany vysledek, ktery je zobrazen na obr. 3c.

Priklad 4. Nalrtnéte definiéni obor funkee dvou promé&nnych dané predpisem

Fla,y) = |/ ZFW0H8 o0 (4 - 2).

ResSeni. Aby mal funkéni pfedpis smysl, musi byt splnény nasledujici podminky:
iy’ ~6zts 20,z2-3#0a4~z >0 Nulovymi kiivkami prvani nerovnice jsou

=3

2
- d - - ~ - - ’ : . | L fz—3
—=r -tI-l=l it = Trmmmd ool oovies Ta wfedewd s ——l) =1

Je zfejme, Zze se Jedna o elipsu se stfedem v bodé 3,0} a polovsami v vensust 2 a 1, i
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drubd nulovd kfivka je pfimka z = 3. Zobrazme v rovins tyto kfivky a urdeme, které
ze vzniklych oblasti spliiuji Fefenou nerovnici, Zéaroven z druhé nerovnice (z < 4) vy-
plyva, Ze fefenim jsou pauze body leZici v poloroving vievo od piimky & = 4. Defini¢ni
obor funkee je zobrazen na obr. 4.

Priklad 5. Naértnéte defini¢ni obor funkce dvou proménnych dané predpisem
f(r,y) = \/z?-2z44.—y:;4y+4 +In(9 — yz) + ;r:il_—yr

ReSeni. Nejprve si uréime omezujici podminky. Mus{ platit Iz_z”d"'_y;"‘“’“ >0,
4—2°£0,9~y? >0 az? +y? # 0. V roviné si zobrazme nulové kiivky piisluiné prvni
nerovnici. Jsou to kfivky 22 — 2z + % —dy 44 = Q (po tpravé (z — 1)2 + (y —2)% =1,
tedy kruZnice se stfedem v bodé [1,2] a polomérem 1) a 22 — 4 = Q (pfimky o rovnicich
z =2az=—2), ReSeni této nerovnice je zobrazeno na obr. 5a. Nulova kfivka prisluina
druhé nerovnici je 9 — 42 = 0 (jsou to pfimky o rovnicich ¥ =3 ay=-3). Refenf druhé
nerovnice je zobrazeno na obr. 5b, Podminku z? + y? # 0 spliiuji vSechny body roviny
kromé bodu [0, 0] (souget dvou nezapornych vyrazt je roven nule, pouze pokud jsou tyto
vyrazy ziroveii rovny nule). Priinikem FeSen{ viech podminek dostaneme pozadovany
vysledek, ktery je zobrazen na obr. 5ec.

Priklad 6.° Na&rtnéte definiéni obor funkee dvou proménnych dané pfedpisem
f(I&y) = ‘\/i;l_iz'%"{“ Vl"‘yz-

Regeni. Aby mél funkén{ predpis smysl, mus{ byt splnény nasledujic{ podminky:

};‘—Jf'—;% 20 lnz+y#0,2>0a1—y2>0 V roving s zobrazme nulové k¥ivky
pfisluiné prvni nerovnici. Jsou to kiivky Inz -~y =0a Ilnz + y=0,t. vy =lnz
a y = —Inz. Podminku z > 0 spliiuji pravé viechny body roviny, které les{ Napravo
od osy y (tj. pfimky o rovnici z = 0). Refieni této nerovnice je zobrazeno na obr. 6a.
Nulové kfivka p#slusng druhé nerovnici je 1 —y* =0 (jsou to pfimky o rovnicich y = 1
ay = —1). ReSeni druhé nerovnice je zobrazeno na obr. 6b. Prénikem fefeni viech
podminek dostaneme po#adovany vysledek, ktery je zobrazen na obr. 6.

- Pfiklad 7. Nalrtnéte definiéni obor funkce dvou promeénnych dané predpisem
@) = /F55 + In(4-y?) + /Iog (= 73).

Reseni. Nejprve si uréime omezujici podminky. Musi zdroven platit = +;-fi1 >0,
r+y*—1#£0,4—y? > 0, log{z+3) > 0az+3 > 0. V roviné si zobrazme nulové kiivky
pfisludné prvni nerovniei. Jsou to kfivky y—e® = 0 (graf funkce y=e'ja v+y*—1=0
(parabola s vrcholem v bodé [1,0] a osou na ose z). Reden{ této nerovnice je zobrazeno
na obr. 7a. Nulovd kfivka p¥islu$nd druhé nerovnici je 4 —y* = 0 (jsou to plimky
o rovnicich ¥ = 2 a y = —2). ReSen{ druhé nerovnice je zobrazeno na obr. 7b. Refenim
zbyvajicich podminek log(z + 3) > 0 (tedy £ +3 >0, tj. =z > —2)az+3>0]e
polorovina vpravo od pfimky z = —2 vietns této pfimky. Prinikem viech difl&ich Fefend
dostaneme poZadovany vysledek, ktery je zobrazen na obr. 7c.

Priklad 8. Nagrtnéte definién{ obor funkce dvou promeénnych dané pfedpisem

g ==

flz,y) =/ 2z

z—y "'



10

Re;éreni. Aby mél funkéni pfedpis smysl, musi byt splnény nasledujici podminky:

tf—__?j- 2 0, z—y # 0 a vzhledem k definiénimu oboru funkce tangens musi platit
ZE # Z(2k +1), k € Z. Nulové k¥ivky nerovnice jsou tgF = 0 az —y = 0. Funkee
tangens je rovna nule v celoé{selnych nasobcich &isla 7, neni definovana v lichych né-
sobcich F, tedy v nafem pfipadé ZF =k, 22 # Z(2k + 1), k € Z. Po tipravé z = 2k a
T # 2k + 1, nulovymi kiivkami jsou tedy pravé pfimky rovnobé&?né s osou y prochazejici
na ose z celymi ¢isly a déle pfimka z — y = 0. Hledany definiéni obor je na obr. 8.

Priklad 9. Nadrtnéte definién{ obor funkce dvou proménnjch dané predpisem

f(z,y) = arcsin (2% + y* — 3) + arccos (y — z).

ReSeni. Aby mél funkéni predpis smysl, musi byt sploény nésledujici podminky:
—-1<z?+y? -3 <la-1<y—=z < 1. Re¥me nejprve prvni podminku. Po pfi&ieni &sla
3 ke viem strandm nerovnice dostaneme nerovnici 2 < z2+4y? < 4. Nerovnici 2 < z? 42
spliiuji ty body roviny, které leZi vné kruhu se stfedem v poéatku a polomérem /2 vietné
hraniéni kru#nice, nerovnici z? + y? < 4 splnjf ty body roviny, které le#i uvnitf kruhu
se stfedem v poddtku a polomérem 2 véetné hraniéni kruZnice. Prinik obou podminek
je na obr. 9a. Nyni vyfeSme podminku ~1 < ¥y ~z < 1. Pfidteme-li z ke viem
vyrazim v nerovnici, dostaneme z — 1 < y < = + 1. Refenim nerovnice z — 1 < y je
polorovina nad pfimkou y = z — 1, feSenim nerovnice y < z + 1 polorovina pod pfimkou
y = z -+ 1, v obou pfipadech véetné hraniéni pfimky. Prinik téchto podminek je na obr.
Ob. Hledany defini¢ni obor je na obr. 9c.

Priklad 10. Nafrtnéte definiéni obor funkce dvou proménnych dané predpisem

—sin 242 ]
f(z,y) = log L=2E% +1og (16 — 2?) + mrpyiraay

Reseni. Aby mél funkéni pfedpis smysl, musf{ byt splnény nasledujic! podminky:
"—yy:—%??% >0, —y—sinz—2 # 0, 16—z% > 0a(2?—1)*+(y+2)? # 0. Zobrazme v roviné
nulové kfivky pfislugné prvni nerovnici. Jsou to kfivky y—sinz+2 =0, ~y—sinz—-2 =10
(tedy grafy funkei y = sinz —2 ay = —sinz — 2). Refeni této nerovnice je na obr. 10a.
Nulovymi kfivkami nerovnice 16 — 2% > 0, tedy (4 — z)(4 + z) > 0 jsou piimky z = 4
a x = —4. Refeni této nerovnice je na obr. 10b. Podminku {22 — 1) + (y +2)2 £ 0
spliiuji vechny body roviny kromé bodd, pro které plati (z2 —1)2 = 0 (|z] = 1) a zéroven
(y+2)* =0 (y = —2), tedy bodl [~1,-2] a [1,—2]. Hledanj definiéni obor funkce je
prinikem fefeni viech podminek a je zobrazen na obr. 10c.

Priklad 11. Naértnéte definiéni obor funkce dvou proménnych dané pfedpisem
flz,y) = V/y?* + 1 —In arccotg(z — 3).

Reseni. Aby mél funkéni pfedpis smysl, musi byt splnény nasledujici podminky:

y? +1 > 0 a arccotg{z — 3) > 0. Prvni podminka je splnéna pro vechna reilna y.
Funkce arkuskotangens (jejimZ definiénim oborem jsou vSechna redlna &isla) nabyva na
celém svém definiénim oboru kladnych hodnot, druhd podminka je proto splnéna pro
viechna redind z. Definiénim oborem dané funkce je tedy D(f) = RxR.

Pozndmka k obrdzkim: Body, kierd leZt no prusediku fdry pln€ o drkovane, nepaiFi do
definiériho oboru funkce.
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INVERZNI FUNKCE

Piiklad 1. Naleznéte funkéni predpls funkce inverzni k funkei f : y = —"‘— Uréete talce
definiéni obor inverzni funkee D(f~!) a obor funkénich hodnot inverzni funlxce H(f !

ReSeni. Defini¢nim oborem funkce f je mno¥ina R \ {~1}. Z pfedpisu y = ;i;
vyjadiime z ekvivalentnimi dpravami: y (1+1:) 2+4x, z toho 2y —z = 2—y. Vytkneme
rzamamez{y —1)=2 -y aztohoz = y—-'i JelikoZ jsme z vyjadiili jednoznaéné, je
také inverzni funkce jednoznaéné vyjddfena predpisem f~1: z = ——E MuiZeme provést
zaménu promeénnych, abychorn dostali obvyklé znaceni z pro neza\rlsle a y pro zavisle
proménnou. Pak f™!: y = 222 Defini¢nim oborem inverzni funkce je mno¥ina R\ {1}.

Plati tedy, Ze je H(f™') = D(f) = R\ {-1} a D(f~') = H(f) = R\ {1}.

Priklad 2. Naleznéte funkéni pfedpis funkce inverzni k funkei f: y = 22 — 6z + 9
na intervalu z € (—co,3). Urlete také D(f~*) a H(f™!).

Reéeni. Grafem funkce f na daném intervalu je polovina paraboly s vrcholem v bodé

= [3,0]. Je to funkce prostd, takfe existuje jednozna&n& urdené inverzni funkce.
Funkcm pfedpis miZeme upravit na tvar y = (z — 3)2, z toho /4 = = — 3. Protoie
z € (—o0, 3) plati pro vyraz na pravé strané z —3 < 0, tedy i na levé strané této rovnosti
mus{ byt vyraz nekladny, tedy — /4 = z—3 a po jednoduché tipravé z = 3 — VY. Inverzni
funkce je déna pfedpisem (po zdméné z ay) f~': y =3—+/z. Je D(f~') = H(f) =
= (0,00) a H(f") = D(f) = (—o0,3).

Priklad 3. Naleznéte funkéni pfedpis funkce inverzni k funkei f: y = 322 — 62+ 5
na intervalu z € (1,00). Urdete také D(f~!) a H(f1).

Reseni. Grafem funkce f na daném intervalu je polovina paraboly s vrcholem v bodé
V = [1,2]. Je to funkce prostd, takle existuje jednoznaéné urlend inverzni funkee.
Vyjadieme nyni = z rovnice y = 3z* — 6z + 5. Refme napfiklad tak, ¥e z kvadratickeé

. . . B++/36~4-3-(5—y)
rovnice 3z% — 6z + 5 — y = 0 vyjadiime podle znémeho VZOorce T1 = = =

=1z m =1+ E = 14 \/3 — Nyni se musime rozhodnout, ktery

ze mskanych vyrazi je predplsem mverzm funkce k zadané funkei na da.nem intervalu.
JelikoZ je vyraz /3y — 6 pro viechna redlna y nezéporny, je vyraz 1+ 23y — 0 vidy
v&t3i nebo roven jedné, resp. vyraz 1—3/3y — 6 vidy mensi nebo roven Jedne Vzhledem
k zaddni z € (1, 00}, je hledanou inverzni funkei z = 14 /3y — 6. Musi platit 3y—6 > 0,
tedy y = 2. Inverzni funkee je dina pfedpisem (po zdmén&zay) f~! : y = 1-|—';-\/31‘ - 6.
D(f71) = H(f) = (2,00) a H(f™*) = D(f) = (1,0).

Priklad 4. Naleznéte funkéni piedpis funkee inverzni k funkei f: y = arcsin(z — 3).

Urdete také D(f~')a H(f™!).

Regeni. Funkce arkussinus je definovana na intervalu (—1,1), proto —1 < z — 3 < 1,
tedy 2 <z < 4, D(f) = (2,4) = H(f™!). Z funkéntho pfedpisu vyjidiime siny = z — 3,
tedy = = 3 +siny. Pozdméné z a y je f7' : y = 3 +sinz. Zbyva urdit H{f):
72 = a1csm( 1) - f(4) = arcsin(1l) = 7. Funkce f je prostd a spojita, tedy

I
2
I
2
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Priklad 5. Na vhodném intervalu naleznéte funkéni predpis funkce inverzni k funkci
fi y=238sin(z —7) +4 a také uréete D(f~%) a H(f-1).

ReSeni. Funkce sinus je'periodickd, nen{ prosta. Vybereme proto né&jaky interval, na
kterém je tato funkce prosté, a tedy na kterém bude inverzni funkece jednoznaéné uréena.
Takovym intervalem je napt. (—Z,Z). Pro na#i funkei tedy plati X <z — 5 < 7a
z toho 7 <z < 3%, Takye D(f) = H(f ) = (7, L), Protode je funkee f na tomto
intervalu spojitd a prostd, mi¥eme urdit H(f) takto: f(3) = 3sin{~F)+4=-34+4=1
a déle f(31) = Isin(F)+4=3+4=7 e tedy H(f) = D(f-1) = (1,7). A nyni
uréime inverzni funkei. Ekvivalentnimi Gpravami rovnice y = 3sin (z—7)+4 dostaneme

3_4 = sin(z—m) a dile arcsin *L;i = z—7. Inverzn{ funkee je tedy déna predpisem f~! .
T = 7 + arcsin 3’;—4, nebo po zdméné proménnych Y = 7 + arcsin 34, Poznamenejme,
ze k D(f~!) bylo mono té3 dospét Fefenim podminky —1 < £ < 1, kierd vyplyvéd
z nalezeného pfedpisu inverzn{ funkee.

Pf‘i_klad 6. Naleznéte funkéni predpis funkee inverzni k funkei fruyu= %Egi—fg spolu
s D(f~1) & H(f1).

ReSeni. Pro danou funkci plati, Ze z > 0 a logz £ 3, takde ¢ # 1000. To znamena, se
D(f) = H(f~*) = (0,1000) U (1000, 00). Nyni z funkéniho pfedpisu y = le8z+5 nejprve

log z—3
vyjadiime log z. Dostaneme ylogz — 3y = logz + 5, z toho (y—1)logz =3y +5a
dy45
logz = 3—3’1"_;"-12 Z tohoto jiZ vyjddiime z = 105=7. Z funkéniho predpisu je vidét, Je y # 1

atedy H(f) = D(f~') = R\ {1}. Po zdmé&n& proménnych dostaneme f~1; y = 10%=%,

Priklad 7. Naleznéte funkéni pfedpis funkce inverzni k funkei fry= f_—z—;'% spolu
s D(f) a H(f1).

Reseni. Nejprve vyjadfime e?* z funkéniho predpisu. Postupné dost4vame By—2ye?* =
= e?7 3, e?*(1+2y) = 8y+3 a z toho 2% = 5&?. Potom z = $1n 882 Tnyersn{ funkee

2y+ 2y+1°
v obvyklém tvaru je f=!: y = ln %ﬂ:—f Uréime D(f): 8 — 2e®* # 0, e2* £ 4, 4 toho

2v #Ind, tedy 2z # 2In2, tj. z £ In2, takde D(f)=H(f~') =R\ {In2}. Nyn{ uréime

D(f~"). Musi platit 747 > 0. Refenf této nerovnice je D(f71) = (~co,-3)U(-3, ).

Priklad 8. Nalezn&te funkéni predpis funkce inverzni k funkei fry= 1121::.3::' Urcete
téz D(f~1) a H(f1).

ReSeni. Pro danou funkei musi platit + > 0al—Inz # 0, to jest lnz # 1, z toho
plyne z # e, takie D(f) = H(f™1) = (0,e) U (e, o0). Dany funkéni pfedpis upravime
na tvar y —ylnz = 3lnz, z toho y = (3+y)Inz, dile 3—_%5 = Inz. Inverzni funkce ma

tedy ptedpis z = e, po zéméné proménnych f~!; y = e%+, Tato inverzni funkee je.
definované pro & # —3, tedy D(f~1) = R\{-3}.

Priklad 9. Na vhodném intervalu naleznéte funkéni pfedpis funkce inverzni k funkei
2— s £ - s —_ —_—
f:ry= H%S—%I- Urlete téz D(f~1) a H(F1).

Reseni. Funkce kosinus je prosta naptiklad na intervalu (0,7}, zadan4 funkce je prostd
pro0 < 3 <wacosi+#—1tedy0<z<9ra # # 7. Plati tedy D(f) =H(f1) =
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= (0,27). Nyn{ ureme funkéni predpis inverzni funkce: y + y cosy = 2 - cos &,
¢ T __ 2 _ 2 ’ v v ’ [
dale cos £ = 1—+-—§, a tedy ¢ = 2arccos 1—;3: po zameéné proménnych tedy dostivdme

f~1: y = 2arccos 2727 Zhyva urdit D(F71), a to bud fefenim podminky -1 < 222 <],

nebo uréenim f(0) =1 a Ilign_ @)= gk = 0. Je D(f~1) = H(f) = (2, 00).

Ptiklad 10. Nalezndte funkéni pfedpis funkee inverznf k funkei firyv=+2%2+1.
Uréete také D(f~1) a H(f1),

ReSeni. Definiéni obor funkce ziskdme fesenim podminky 2z + 1 > 0, je tedy = > -3.
Je D(f) = (—%,00) = H(f™!). Umocnénim rovnice ¥ =+/2z 4 1 dostaneme y? = 2z +1
a podminku y > 0 {ob& strany rovnice byly pfed umocnénim nezéporné, a proto je

e , - # [ ’, w o 2—— —_— 2_ 3
umocnéni ekvivalentni dpravou). Po tipravé je z = Y21 tedy f71: y = 2221 4 je

H(f) = D(f~1) = (0, 00). ’

Pfiklad 11. Naleznéte pfedpis funkee inverzni k funkei fi y=mn+arccos/3z — 1
a také uréete D(f~') a H(f™!). '

ReSeni. Urfeme nejprve definiéni obor zadané funkce, Musi platit 3z —1 > 0, a protoze
funkce arkuskosinus je definovina na intervalu (—1,1), také -1 < /8x =1 < 1. Druhé
odmocnina je v oboru redlnych é&sel vidy nezapornd, fe§enim nerovnice —1 < /37 — 1

jsou tedy viechna ¢ € R. Nerovnici v/3z — 1 < 1 umocnime a dostaneme nerovnici
1

0 <3z -1 < 1. Po pfiéteni &sla 1 a vyndsobeni viech vyrazii Eislem § dostaneme
¥ <z <2 Tedy D(f) = H(f~') = (3, %). Vyjddfeme nynf funkéni pfedpis inverzni
funkce. Upravami dostdvime y — 7 = arccos V3z =T, déle cos(y —7) = Bz =1 a
podminku 0 < y—# < 7. Po umocnéni obou stran rovnice dostaneme cos’(y—w) = 3z—1
a podminku cos(y — 7) > 0. Je tedy z = % cos?(y — 7)) + 5. Po zdmén& proménnych
dostaneme f~!: y = Lcos?(z — 7) + 5+ Omezujici podminky dévaji 0 < y — 7 < z,
tedy 7 <y < 37. Bylo té% mo¥no vyusit toho, Ze funkee f je prostd, a uréit H(f } takto:
f(§) = m+arccos /1~ 1 = 7 +arccos 0 = m+% = $radile f(2) = r+arccos /T~ 1 =
=m+arccosl =7+ 0=x Tedy H(f) = D(f~1) = (=, n}.

Priklad 12. Naleznéte funkén{ predpis funkee inverzni k funkei fry=4/1-logxt2
Urcete také D(f~1) a H(f1).

Reseni. Musi platit 1—log 2 > 0a 22 5 0. Upravou prvnd podminky je log £2 < 1,
tedy 5%2 < 10. Re¥ime nerovnici 0 < 5? < 10, méme 0 < z+2 < 40, tedy —2 < z < 38,

Je D(f) = H(f~')=(-2,38). V rovnici y = 1 —log Zt2 je pravé strana nezapaorna,
4

je tedy i y > 0. Potom je umocnéni rovnice ekvivalentn] Uprava a je y2 = 1 — log 5—1‘—2,
dile log 542 = 1 — ¢, 22 = 10" a4 = 24 4.10'%". Po zaméné z a y je
F7le y=—244-10%". Zbyva urdit H(f), jedinou podminkou je y > 0, tedy je

H(f) =D(f™) = (0,00).

Priklad 13. Naleznéte pfedpis funkee inverzni k funkei fi+y=%+arctgy/o -1,
Urgete té2 D(f~') a H(f™).

ReSeni. Musf platit z — 1 > 0, tedy D(f) = H(f™1) = (1,00). Upravami funkéniho
pfedpisu postupné dostdvame: y— 7 =arctg/z — 1, tg(y — 7)== — 1. Po umocn&ni



17

dostz'fvé,me 2—1 = tg*(y—%). Funkéni predpis pro f~liex = 1+tg2(y—I) = 1+cotg 2y,
PO zaméné proménnych f-!. ¥ = 1+ cotg?z. Protode je f(1) = 7 + arctg0 = z
a xli.rﬁo(% tarctgVzr—1) =24+ L =7 je H(fy=D(f) = {(F,7). Poznamenejme,
.ie"by{o té.,é ZE'I].OEHC.) urtit p(f‘l) feSenim podminek —7<y-F<Zatgly—- 3) =20,
jejichz prinikem je podminka 0 Sy—F<F, tedy -3 Sy<m.

Ptiklad 14. Naleznéte funkén{ predpis funkce inverzni k funkeci fi1y=2+7evE3,

Urdete té2 D(f~') a H(f™1).

ReSeni. Musi platit 2 —3 > 0, tedy D(f) = H(f~!) = (3,00). Ekvivalentnimi Upravami

postupné dostavame: 1’%3 =eV* 3 In 5’%?- = /& — 3, po umocnéni je In® 3—;—2 =z-3

Predpis pro f~! je 2 = 34+In® 1'7“—2, po zdméné proménnych F~1: y = 3+I1n? 5‘7—'2 Protoze

je f8) =247 =92 lim (24 7eY"3) =2 4 00 = o0, je H(f) = D(f~1) = (9, c0).
r—00

Byio t€Z moZno uréit D(f~1) fefenim podminek L;z- >0a lni;—g 2 0, tedy podminky
Yoo owq
—= > 1.

Priklad 15. Naleznéte predpis funkee inverzni k funkci firy=1-/log,(6~ T),
Uréete té2 D(f~1) a H(f1).

Redeni. Musi platit 6—z > 0 a logs(6 ~z) > 0, tedy s < 626~z > 1, prinikem
obou podminek je z < 5, a tedy D(f) = H(f') = (~00,5). Po umocnén! rovnice

Vi9ogs(6 —z) = 1 — y dostaneme logs(6 — ) = (1 — ¥)? a podminku 1 — y=20a
déle ekvivalentnimi dpravami dostdvéme 6 — z = 5(1-9)* az=6-—51"9" Pgzimins
proménnych £ : y = 6—50-2)*, Vzhledem k omezujici podmince plati, Ze je D(f1) =
= H(f) = (~o0,1). Krajni body D(f~1) lze uréit i vipodtem hodnot f(8)a zli.rflm flz).

Priklad 16. Naleznéte funkén{ predpis funkce inverzni k funkei ft y = arccos %

Urcete také D(f~') a H(f™).

Reseni. Musi platit z # 0a~1<I<1. Nerovnice ~1 < Lal <1 vyfedime napf,
metodou nulovych bodi, je tedy 0 < -1—'}:3 a zaroveh 1—;—“’ < 0. Prinikem fefeni pod-
minek je D(f) = (—o0,~1) U(1,00) = H(f~'). Z funkéniho pfedpisu funkce vyjadfime
ekvivalentnimi dpravami proménnou z, tedy jecosy =1 g 1. p - ey PO

zdméné proménnych f~1 : y .

H(f)=D(f~): ye(0,5)u(z,

ReSenim podminek y € (0,7) a cosy # 0 je

Priklad 17. Naleznéte funkeni pfedpis funkce inverzni k funke f: y=
Urdete také D(f~1) a H(f™1).

ReSeni. Defini¢nim oborem funkce f jsou viechna redln4 é&isla, D(f) = H (f71Y=R.
Funkénf pfedpis inverzni funkce z{skdme vhodnymi dpravami rovnice y = 32_,_,3_1. Je
2y = 3* — 31;, tedy 2y - 3% = 3%2¢ — 1 4 32 _ 2y 3" -1 = 0. Vyraz 3¢ vyjadiime
¢ kvadratické rovnice; 3o = E@ =y vy*+1. Viraz 3¢ je vidy kladny,
proto 3* =y +/y* + 1 (viraz y — /42 + 1 je pro viechna y zdporny). Tedy dostaneme
F71 z =loga(y+/y% + 1), pfipadné f~1: y = logy(z++v/z% +1). Definiénim oborem

inverzn{ funkce jsou viechna redlné &sla.
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LIMITY FUNKCI JEDNE PROMENNE

P¥iklad 1, Urlete lim Zlzti2
I —+

3 Tl-1-—86

V' Reseni. Jednd se o limitu typu 5. Kvadratick)'r trojc¢len v €itateli 1 jmenovateli muZeme
rozlozit. Pro kaZdé z # 3 plati Toetl2 — (E=9(z—d) _ z-4 p,y (podle vlastnosti

z2—z—6 ~— (z-3)(z+2) — z+2°
limit) imé E—I,—_-_Zf—:l_%- = ilrré i+; % JelikoZ jde o limitu typu I, miZeme ji téz poitat

'Hospitalovym pravidlem: lim Zg7Z+12 — Jiy 2221 — —$.
I

43 Ti—x—6 Pevane 2r—1

! Priklad 2. Vypostéte lim Z=2sizst2
Q T

ReSeni. Jedna se o limitu typu 3. V &tateli vytkneme z prvniho a t¥etiho &lenu z,
z druhého a Etvrtého —2 a _]rnenovatele rozlo#ime podle vzorce. Pak lim 2 =2z-=z+2 _

i
Il =1

o(zi—-1})—2(z?—1) __ (z?-1)(z—2) — -2 _ 1
= =ImTomnen = Im ey = Im SR = -
Lze pouzxt il Hosp1talovo pravidlo, nebot jde opét o neuréity vyraz typu 3. Dostaneme:
il_rpi T --2:5!: —lz:t _ :1:“'_1_-& 3z? 4—;1:: —1] — 1

\/Pnklad 3. Vypottéte lim VB-2z -2

z?42z—8 "

Reseni. Dany zlomek rozsifime vyrazem /8 — 2z + 2, zjednodudime a vypodteme Li-

vB—2z— {(VB-2z-2){(/8=2z4+2) __ 8—2z—4 _
mitu: h_r_'n z%42z—8 ll_,mz (z2+2z—8)(v/8—2z+42) il_,z {z+4)(r—2)?ﬂ—2:+2) -
— —2(I—2) —2 _ -—_2. — __l_ . » . . ;.
= I (AT % eI — a4 = 1z Jelikof se jednd o i
-2
mitu typu 2 5, muZeme také pouZit I'Hospitalovo pravidlo: hm %—— = lun2 ia_f‘:_:——;—f- =
T —
-2 _ 1
- ]1:1_’rr12 2v/B— 2::(2z+2) 326 12"
/- Ptiklad 4. Vypoététe 11111 (z!_—g" - zLa)

Reseni. Jedni se o limitu typu oo — co. Pfevedenim zlomkd na spole¢ného jmenovatele
dostaneme limitu typu 9—. Limitu pak lze vypoéitat pfimo:

. § 1 _ 6—(z413) — —{z—3) __ —1 1
il—»ma (z2—9 - ::—3) },’Eﬁ (z—3)(z+3) ilf%, (z=3%(z+3) — }Eﬂ; =33 = T8
Také lze (po uvedeni na spoletného jmenovatele a zjednoduseni) pouzit 1'Hospitalovo
P )% P
. BET 6 1 T 6—{z+3) _ -1 _ 1
pravidlo: Jlgna (z?—g — 1_3) = :I:m:% = }.I—I.I.% T =—s.

Priklad 5. Vypotéte lim VI6tsindz 4
I —

3tg 22z+z

ReSeni. Jeliko? se jednd o limitu typu 2 7, pouzijeme k vypodtu 'Hospitalovo pravidloe.

2cosdz 2

i ‘cosdr-4 2
. ".7"’"?’].“"“" F 1
i 3416+51n4z ].1 16Tain 4= —_ hm F mindz _ _ 4 .
z IIDI atg 48z-tx r—p ftg2z- -—3-— -2+1 ——f—cm 2=+1 T+1 2

Piiklad 6. Vypodtéte }.I—»II% Vﬁ“’ln‘(gzg\’f)x-3.
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Reseni. Jedna se o limitu typu g, pouZijeme k vypo&tu 'Hospitalovo pravidlo.
1822 4

bm VBz3 =54z -3 = Lim 2v6zd"5  3iz-1 2.2 _ T

Tl In(3-2zx) Tl 3_12=_(_2) = I'—_:]_z‘ = 7

e viw . (22— %) _ -
Priklad 7. Vypoététe Ill_'n'_lt 2e 3:95242?—” 2,
x _

Regeni. Opét se Jednd o limitu typu —g—. Po prvnim pouZiti I'Hospitalova pravidla
dostaneme opét limitu typu g, musime tedy tuto metodu pousit jeSté jednou.

lm 2&‘2:_%)—4:+7r—2 = lim 4el?=-F)_4 = lim gel?=-F) _4 =i gel?=— 7] — 1
z—X Jcos? 2z T ;. x —BcoslZz-sin2r.2 T L,x —6sindzx z—x —Gcosdzd T 3
4 []
Priklad 8. Vypoététe lim z°-lnz.
yp
z—0+
Reseni. Neuréity vyraz typu 0 . (—co) pfevedeme na vyraz typu =2 a pouZijeme
L ]

k vypoédtu I’Hospitalovo pravidlo takto: lim 2% = |im = lim % =

y-p P P z— 0+ T z—0+ T -0+ "3

Ptiklad 9. Uréete lim (tg z)¥ T,

Reseni. Jde o limitu typu 0o®. Nejprve upravime na vhodnéj§i tvar, Plati (tg T)?F T =

= e(Bz=mIn(g2)  Vypotteme Hm (2z—7)-In(tgz) = lim 2082 Tot0 je limita
_1_-—-..;." Tr—x

B -
:I'.'—‘T

1.
typu 2% a miZeme pousit k vypodtu I'Hospitalovo pravidlo. Dostaneme lim AE2 cgalz -
re— —;'- - (2z )7

T —(2z—-m? .. —(2z—m)? __ o _ 3 —4(2z—m)
- Ihr?_ 2ginzcosz r-l_l.l'i'l_ sin2z T 0 IEI?_ 2cos2z T 0.
-z T
lig_(2r-rr)-]n (tgz)
Potom lim e(2z—7)In(tgz) - o=—1% =el =1,
T— X

2

Priklad 10. Uréete lim 22

T—vpg 921 ','

Refeni. Tuto limitu mi¥eme opét resit dvojim zptisobem. Bud &tatele jmenovatele

vydélime nejvy35 mocninou z ve jmenovateli a dostaneme lim 22 = lim 24, Je-
z—oo 3T-1 z—oo d-z
likoz je lim 1 =0, je vySe poéitana limita rovna 2. Nebo muiZeme pouzit I'Hospitalovo
je im Z=0,] 5
pravidlo a dostaneme rovnou lim Mif_f =12
I—0oQ

e _ ' 3z°4224/z04z @

Priklad 11. Vypodtéte I1_1_{1;0 T ETrm e 3

Regeni. Citatele i jmenovatele vyd&lime nejvy$si mocninou z ve jmenovateli (tedy z3)

3 [ =3 B
3zi42z 284z — hm _'afﬂ"}'ﬁ'*' i = 953—+':T§'+ ix_zﬁ —

a dostaneme; lim = lim 5
z—voo  22+4z45 T—00 2—:3%-!-%32--?;53' z—oa '2;=‘:sa-+4—:3-+-=-53-
R 2 VAR
= Hm ;TQ = % =9
T —0o 2+;+;3'

Piiklad 12. Vypodtéte lim ({—5 - —-_—4)
=00
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ReSeni. Tento neuréity vyraz opét prevedeme na pfiznivéj3 tvar seftenim zlomki a

1 3 4 3 2 2
dostaneme lim ( - I—) = lim #=82 =2 =81 — i =9zt ——l—*m' =
oo \TF5 T-z—1 o Tz +5)(z—4) Il_,m TTz—30 = M 7 T+1
= —9. Nebo uZitim I'Hospitalova pravidla dostdvidme lim —=2E— = lim IEI =
r—oo ¥ +z-20 I —po 2$+1
= lim =% = -9

2

Priklad 13. Vypottéte lim vz (vz +1 - ).

ReSeni. Dany vyraz rozéi¥ime vyrazem (Vz +1++/7) a pak lun Ve +1- 1) =

— VE(VIHT—VENVEFT+VE) VE(z+l—z) _
= Am = Mm s = ELH;Vﬁ‘%T Opét vydélime
c¢itatele i _]menovatele ne_]vySSi mocnmou z ve jmenovateli (tj. v naSem pfipadé \/z), tim

dostaneme lim -1 -1
o —\%

x—voo 1+i+1 2
Piiklad 14. Vypodtéte lim -YEE3=
. r—oo VIV—21z
Reseni. Opét vydélime &itatele i jmenovatele nejvyssi mocninou z ze jmenovatele, tedy

:f=2 [ z =1jia: 3
délime z. Pak lim -@— lim —g—=a—— lim = = lim E:l.

] 8/z0 722 < 2
I —+0DQ D0 I =03 _= z—oo /1 -

Priklad 15. Vypottite lim (1+:%;) .
I—0Q
£

ReSeni. Vyraz (1 + ﬁ_-g) pievedeme na tvar e*™(1+5), Pak spoéitdme limitu

exponentu. Nejprve pfevedeme na vhodny neuréity vyraz a pak poufijeme PHospitalovo

1 2
. 1 L. . ? T ta)?
pravidlo a dostaneme lim z:In (1 + :+3) = lim -xﬁr“—*—"‘l = lim ~t= “‘( 1( 4 ) =

Z—a I—00 Tz I —r OO =¥
1
z '(=+3)5 z2
_ : P K] . . .T.j:3 . 2 . 2 —_ — . 2z —
= Jlim =EE— = i (S Gy o) = Jm i M e
x
= lim Tg%r—rg- = 2. Potom lim (1+ ﬁ-g) = lim e*(+) = e?,
T—00 IT—rDO T =+ 00

Priklad 16. Vypodtéte lirgl+ arcsinz - cotg z.

ReSeni. Jedné se o limitu typu 0 - co. Abychom mohli pouZit I'Hospitalovo pravidlo,
musime ne_]prve upravit na typ, ktery spliiuje podminky I’Hospltalovy véty. Vime, Ze

cotgz = , takZe budeme poéitat lim 2Issinz Ty jety a muZeme jiz I'Hospitalovo
5 p Jim &2 P g P

1

. oy i . —~x2 . 2
pravidlo pouZit: lim arcsinz-cotgz = lim 2L8IMZ = iy £ = lm 2% =1,
z—Qt z—0+ g z—0+t coa¥ = z—0+ -z

Priklad 17, Urdete limity v krajnich bodech definiéniho oboru funkce flz) = %ﬁ

Re3eni. Defini¢nim oborem funkee f(z) je mnoZina (—oo, 2)U (2, 00).
z’+2z-8

xl{@oo e " = —oa, protoke je zl].rfm(m +2r-8)=c0a Ili’rilm(% —4) = -4,
. z? 322 2z42 _ 6 _ 3 ' L 0 .
J171_'1112 —;;T il_'nlz 5ring = Iz — 7in3- Lde se jednalo o limitu typu 3, proto jsme
’ + 2 — .
pouzili I'Hospitalovo pravidle. Déle lim Z 2:2"4 8 = lim 52_5% = lim m = 0.
T—+00 T=+0Q T—00

Zde se jednalo o limitu typu 2 a dvakrit jsme poumh I"'Hospitalovo pravidlo.
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DERIVACE FUNKCI JEDNE PROMENNE

-
i

Priklad 1. Zderivujte funkci f(z) = arcsinz - arccos = a vysledek co nejvice zjednoduste.

Reseni. Podle vzorce pro derivaci souéinu je derivace zadané funkce:

— 1 : 1 v - i
fi(z) = Ji—=7 ' 8rccos T + arcsinz - (— \/1_—5:"'*")' po Gpravé f/(z) = recosz—arcsinz

1—z
Ptiklad 2. Zderivujte funkci f (z) = %ﬁ—z - ::;‘2 a vysledek co nejvice zjednoduste,
ReSeni. Podle vzorce pro derivaci podilu dostaneme f'(z) = c°5‘~'(1+°(°:_:2;5:)‘f(_5i" )
vyraz ::22 Jje konstanta a derivace konstanty je rovna nule. Po upravé dostavame fi(z) =
_ coszteos® z4sin? ¢ — oSzl 1
- {14coaz)? T {i4cosz)? T T¥cosz®

Priklad 3. Zderivujte funkci flz) = arctg £ + -;— a vysledek co nejvice zjednoduste.
Reseni. Podle vzorce pro derivaci sloZené funkce je f' (z) = 1—+T18é—)—,— . % + 0, po tpravé

f’(m): Q_-tl:r.i '%Z 9-::1:2'
[}

Priklad 4. Zderivujte funkei f(z) = (2 + 32%)° a vysledek co nejvice zjednoduste.
ReSeni. Podle vzorce pro derivaci slojené funkee je f'(z) = 5(2+ 322)* . 6z, po Gpravé
F(z) = 30z (2 + 322)°.

2

Priklad 5. Zderivujte funkei flz) = Ttz + 7 a vysledek co nejvice zjednoduste,

Reseni. Podle znamych vzorcd a pravidel pro derivovani je derivace zadané funkce:

— { i 2 — : " i . I v r * . *
fi(z) = Zeos=( S‘M)Uai’_;‘inﬁ)ﬂ‘;“ ZZsinzcosz 4 g, Algebraickymi dpravami a uZitim
. 1 3 v s ! _ —2sinzcosz(14sin? r+cos? T} _ —sin2z{141) _
goniometrickych vzored dostdvime f'(z) = (TTainT )2 = TiteinTa)?
_ _—%2sin2z
T {14sin?z)?

Priklad 6. Zderivujte funkci f(z) = z arcsin T +In(z+vz% 1) a vysledek co nejvice
zjednoduste,

Reseni. Je fie) = 1raresing 2+ b (—30) + phomy (14 gy 22).

] sy » L . i _ » -1_ — 1
Po algebraické uprave dostdvime: f'(z) = arcsin

s e (U ) -

= arcsin £ — —4 4 1 NYE24Z S pFihlédnutim k faktu, fe definiénim oborem
z 2i-1 ' z4/ZTT1 T !
/2

funkce je interval (1,00), (vypodet pfenechdvime studentfim Jako samostatnou praci),
atedy vVz? = [z| = z, mfiiZeme déle upravovat takto: f'(z) = arcsin 2

__1+l_
BRIV s V= Bt

— aresin L
= 4rcsin o

Priklad 7. 7Zderivujte funkei f(z)=In ﬁ—;:—;; a vysledek co nejvice zjednoduste.
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- . ; 28——2: 1 —2zy_ 11— -2z -9 -2z . , .. ,
ReSenf. Je fz) = == (e (1)+e(—-2::e)2 A Algebraickymi Gpravami
1-[-2—!"
b4 I - 1 8_2:.ZE-2=(1+E_2=+1—e_2:) _ o= 2= _ qa—3T _
postupné dostaneme f'(z) = e ey = SR = e =
:7:’1? . _4e?®
T l-=l T e=LT

Priklad 8. Zderivujte funkei f(z) = aresiny/1T— 4z + 22z — 422 + /22 vysledek

co nejvice zjednoduste.
Soni _ 1 1 2 1
Resem. Je fl(m) - \/1_(@ 5 3. /1-4z ' (_4) +2 T —d4g2 +2$ ﬁ(l - 8$) + 0.
" ’ . . . v } — —2 _8I2 —_—
Algebraickymi dpravami postupné dostaneme Fi(z) = m—i—QVm - 4:’32‘*‘_’:“\/:; =

=4z
=1 2(z—dz?) z—8z® _ —1427— 827 +z-—8z? __ 3r—1-—16z?
= + —_——— = = .
VI—4z? Vo—d4zl Vvr—4z? Vvz—4z? Vi—4z?

Priklad 9.  Zderivujte funkei f(z) = 2z - (1 - 2?)-IniE2 a vysledek co nejvice
zjednoduste.

ReSeni. Je f'(z) =2 — ((—-2m) ‘In $EE 4 (1 - 22). = l_x"'l"”) a z toho déle po

{(1~z)2
zjednoduseni f'(z) =2+2$-]n-}—'5—(1+m)(1—:c)-—}ﬁ-(1—3}—)7 =242z -In+E 9=
=2z -In 1L,

Priklad 10. Zderivujte funkei f(z) = +/4z — 1 — arctg vz — 1+tg(1— I) a vysledek

co nejvice zjednoduste.

ReSeni. Je f'(z) = sl - 4 — 1+(\/41=—1)2 . 2‘/41:_1 -4 +0. Algebraickymi Gpravami

/AT =1
Mey— —2 1L . _ 2 _ g 1Y _ _4z-1  _ iz—1
dostaneme f'(z) = Vi:T T Tl VT = Ui (1 4;) T 2z /dz~1 . 3z °

Priklad 11. Naleznéte derivaci funkce flz)=In (lna: + V4 + In? m) +1n4 a vysledek

co nejvice zjednodusite.

Reseni. Je fi(z) = m—l\/ﬁ : (;1; + r\/ﬁ 2lnz- %) + 0. Algebraickymi

1 CV4+n? s 4lnz 1
In :-}-\/4+ln’r r--\/4+ln2: xv\/rl-i-in’.r'

Upravami postupné dostdvéme f'(z) =

Priklad 12. Naleznéte derivaci funkce f(z) = 2 arctg g;i: +In g—;—i—; a vysledek co
nejvice zjednoduste.

. . —5z4(34+2%) ~(3—-25)5z% —5z%(3+2%)~(3—25)51"
Regeni. Je f'(z) =2- 1+(31_35T. = (:zi:-l-)ms()n DL ey 2t 42;'%-):5()2 z )izt
ey =
Algebraickymi tipravami postupné dostavame:
f’(ﬂ:) — 2 =5z (3+2"43-25) + 34z  =5zi(3+z43-z%) 9 5zt +
= 1+[3—=5!2 (3-]-::5)2 3—xb (3-{-:’:5)2 - (3+=622+§3_2512 (3_,!__7._5)2
n ~5z.8 (3+r__) 2.(~30z") + —30z? _ —60z? (H:; —30z%
(3-r*)(3+2%) T (B+z5)7+(@—2%)2 T (3-2%)(3%Fz%) — TF625Fz 1046 6zF1ol0 T gonto =
. _—60z? —30z? _ —30z*(9-z'%)-302%(9+2'") _ _30z%.18 _ 540z%
— 2(9+z16) T iam = (9+z10)(9—-70) 81—z T gy

Ptiklad 13. Naleznéte derivaci funkee f(z) =1In ./ g_:;:::—; +arctg 27512 5 yysledek co

2+-gin z
nejvice zjednoduste.

S e
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Refeni. Podle pravidel pro poéitin{ s logaritmy plati: In y/izgine $ln2zsing  map,

24s8inz T 24-8inz

Uprava zjednodus{ nasledujici derivovin{ (srovnejte s derivaci pivodniho vyrazu). Je tedy
f’(a:) - 1 2_31““ . —cosz(24sin r):—(ﬂ;sin T)coszT + 1 - = cos z(2-fsin r.)i—(2-—sin T)cosz

2 Trome (2+-sin ) 1+(§__{—_:,ﬁ) (2+sin )2 '
Algebraickymi dpravam; postupné dostavime:
f’(l‘) - Z:tSi}'l r  ~—cos ::(2+si'n z+2—sin ) + 1 , —cos r(2+si.n z-+2—sin 1) —

2(2—sin ) {24sin z)7 (248inz)24 (2= 5in z)7 (2+sin )2

—4cosz —~dcosz (Iain :.-):2 coszx —2coszx

" 2(2-sinz)(2+sin z) + 4+dsinz+sin? ztd—dsinztsin?z — d—ginfz T ifainTz =
— —Z2coaz(4+sin? z)—2 cos z(4—sin? r) — —16cosx __ 16cosz
- (4~sin? z){d+sin? 1) T 16—-sin¥z T sin¥z—18"

Priklad 14. Nalezngte derivaci funkce f@) =V — 2?4+ (22~ 1) arcsin +/z + arctg /5
a vysledek co nejvice zjednoduste.

ReZeni. Je fi(z) = 5—\/;—-,—_—:- *(1—2z) + 2 arcsin /7 + (2z-1)-

1 . 1 + 0
Vi-(ve)?R 2vE T
Algebraickymi tipravami postupné dostaviame: fi{z) = Q.f/-z%fﬁ"Q'al"CSin v+ '2.‘21;_], =
- l-;_h_;i%i_ =1 4 9. arcsin+/z = 2 arcsin V.

Pfiklad 15. Nalezndte derivaci funkece flz) = 2 vV9—-2z% 4 %arcsin:;l + arcsin 1

3
a vysledek co nejvice zjednoduite.

Refent. Jo f(2) = VO~ 4§ e (<2004 §- b Lo
Algebraickymi ﬁpra.w:.mi postupné dostdvdme: fi(z) = 9; I+ 2_;92_2 = + ;o= 99__.',_-_?' =
e 8-zl-z?49 _ 2(9-z%) _

= ST = et = VA 2%,

Priklad 16. Vypottéte druhou derivaci funkce (@) = 2% —2v2? “T4In(z 4+ V27 = 1.
Regeni. Nejprve spoéitame prvni derivaci dané funkce:

fi(z) =2z~ (\/a:z ~1+4+z. ; J;l'—"f -2z) + z+\/1z?-1 (1-}- 2\/:12_1 .21) .

¥ & z?— 2 z4—1+z 7_
Po upra‘vez f’(&?) = 2z - \/zitf + x+\/lz’~—1 ) %— = 2z — \2/22—-11 + \/ri_] =
=2~ 222 = 9r 9/a7T -1

Nyni vysledek jesté jednou zderivujeme a dostaneme druhou derivaci:
2z

flz)=2-2;b= 22 =92_ e

Priklad 17. Zderivujte funkei f(z)=zv= a vysledek co nejvice zjednoduste.
ReZeni. Funkci nejprve upravime na tvar vhodny pro derivovén{ f (z) = zVE = gln=zY® _
= V¥ 2 Derivace funkee potom je f'(z) = eVZinz, (2—\1/-—: Inz+./z- %), PO upravé
fia) = V7 lazgz,

1
Priklad 18. Zderivujte funkci flz) = (?-T-_l') a vysledek co nejvice zjednoduite.

I
ReSeni. Funkei nejprve upravime na tvar vhodny pro derivovan{ f(z) = (;—_%) =

Srte e g

= "M =F. Derivace funkce potom je f'(z) = =™ sFr . (ln

prave £(2) = (27)"- (in 25 + ).
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Priklad 19. Zderivujte funkci flz) = {/(z +1)? a vysledek co nejvice zjednoduste.
Reseni. Funkci nejprve upravime na tvar vhodny pro derivovan{ f (z) = /(z+1)2 =
= (z+1)7 = e M=+ Derivace funkce je f'(z) = e%"“(r"’l)-(—fvJ ‘In{fz +1)4 2. 1 )

=+1 )"
Po tpravé dostaneme f'(z) = 2. {/(z + 1)2 (z_—lﬁ _ ln(:;-l-l))‘

Priklad 20. Zderivujte funkci flz) = ThHT a vysledek co nejvice zjednoduste.

v . : , , N 1 1
ReSeni. Funkci upravime na tvar vhodny pro derivovéni f(z) = zms = emzlnz = ¢,
Derivace funkce je f'(z) = 0.

Priklad 21. Uréete derivaci funkce y = f(z), kterd je implicitng zaddna rovnici
y? +2lny -zt = 0.

ReSeni, Parcialni derivace funkce Fz,y) = y* + 2Iny — z* podle proménnych z a y

Jsou -'f% = —4z3 a %—f— = 2y + % Podle vzorce pro derivaci implicitné zadané funkee je

oo —4z® _ 22®
y = v+ T F’F%
Ke stejnému vysledku bychom dospéli, kdybychom obé strany zadané rovnice derivoval;
podle proménné = (y neni p# tomto postupu konstanta, ale funkce proménné z, proto
derivace funkce y je y'). Dostaneme 2yy’ + % -y —4z® =0, tedy 2/ (y + i) =413 a
2z° '
potom y' = y%}_}{-
Priklad 22.  Urgete derivaci funkee y = f(z), kterd je implicitnd zaddna rovnici
T-siny — cosy + cos 2z = 0.
ReZeni. Parcidlni derivace funkce F(z,y) = z-siny —cosy+cos 2z podle proménnych z
a y jsou %% = siny—2sin2z a %5— = z-cosy+siny. Podle vzorce pro derivaci implicitng
; . in y—2 sin 2 2 sin 2z —si
zadané funkee Je y' = “%gg y-:;il‘l : = I?:;s ;—}-:::5 .
Stejny vysledek dostaneme derivovanim obou stran rovnice z - siny —cosy + cos 2z = 0
podle proménné z (y je funkce proménné z). Jesiny+z-cosy y' +siny -y’ —2sin 2z = 0,
tedy y' (z cosy+siny) = 2sin 2z —siny a potom y = 28in2z—siny Srovnejte oba postupy.

Tcosytsiny "

Priklad 23.  Uréete prvni a druhou derivaci funkce y = f(z), kterd je implicitné
zadana rovnici e¥ + 2y —e = 0.

Regeni. Prvni derivaci uréime podle vzorce nebo pouzijeme nasledujici postup. Nejprve
zderivujeme obé strany rovnice podle proménné z (y neni p¥i tomto postupu konstanta,
ale funkce proménné z, proto derivace funkce y je y¥'). Dostaneme e¥ . y' + ¢ + zy' =0,
tedy y'(e¥ + z) = —y a potom y' = — w5+ Druhou derivaci uréme obdobné, podle

!
proménné z (y je opét funkee) zderivujeme prvni derivaci. Je tedy y" = (— e—yﬁ-;) =

— eV tr)—y ey 1) g (ye!—e¥—z)+y _ —oz(ye? —e¥—z)+4y - —yze"+ye”+::y+ye"+zy .
- {ev )2 - EEE - (ev+z)? - (el +z)0 -
— —yleV42zy42yel
- (e¥+z)+ :
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PARCIALNI DERIVACE FUNKCT DVOU PROMENNYCH

Priklad 1. Uréete obg parcidlni derivace funkce f(z,y) = arcsin —¥=2=
2\/xy—z?
Reseni. Nejprve uréime parcidlni derivaci podle proménné z (tzn., ze Y povaZujeme
- / —_r2 ey -2z
za konstantu). gf = 1 Ve z(x(izf;);““z = iyzy—z? :
\/ _4((1;:.2._?2) ¥ \/4::y—4r2—~y"'+4.ry—4:r2
2

—dzytdrl—ylfazy—gz2 y y Steiny .
. = = . otejnym zpi-
d(zy—z?) \/J:y—:r'-’ 2\/84':y—8::2—y2(:cy-—1:3) Z(xz—zy)\/ﬂzy-—ﬁx'-'wy’ iy P
sobem uréime a zjednodusime parcialni derivaci podle proménné y (konstantou je nyni z);
24/zy—z3~(y—2 =

af _ 1 ] zy—x?~(y-21) Vey—=2 _ 2+/zy—2z? , 2zy—2z?—zy42:?

dy y—2z)2 4(zy—z7) T fizy—dz?_g2 —4z? —z? —z2
- ] y—dzi—yiidzy—dar 4(ry—z?)\/zy-=r

V- v v

2ry—2z?—zy42z? zy

- 1/4.1:y-—-41:2—-y2+4ry—412-2(zy—-x2) - 2(:y—z’)\/8zy—8z2—y?'

Piiklad 2. Urgete obé& parcidlni derivace funkce flz,y) = —I;;l_'%; —1In/22 4 3.

Reseni. Nejprve uréime a upravime parcidlni derivaci podle proménné z. Dostaneme

af _ (Zzlnz4z? L) (2% +y)~2?In 222 _ 1._ . 1 O = 2z%In 24224 2zyIn Tt+zy—2231n T _
Bz (z24-y)? Vzity 24/z74y (z2+y)7

x _ ::3+2ry1nr+xy—za—zy — 2zylnz re1 . . v ’ .
—gy = ) = &t Parcidlni derivace podle proménné Y Je
8f _ =z®lnz _ 1 ) 1 = =z lnz _ 1 — —2zfInz—z?—
G Y/~ F i el € A e e st

Priklad 3. Ur&ete ob& parcialni derivace funkce f(z,y) =In(z+y)+1n f:%;

- s 1. , . " , . 8 i 1 1'.'2+ 2 2x(r2+y2)—2:(z2~y’) _

Reseni. Parcidlni derivace podle proménné z je gf =t G =
2z-2y2 224 y7) (z—y)+4zy? 345ryl—zly—y® cey ey .
= Iiy + TSy = ( (Izy_;(z)(x%)_f_yn)y = S22 ¥V Parcialn{ derivace podle
b4 2 ia 8 _ 1 i4y? . —-2y(::’+y2)--(1:2—y2)2y N | —2y-2z% — 1

bromenne y )e By = T4y + ;!‘:*;fr (z¥y7)2 = ¥y + (RS T ERY 3 1+y+
+—4¢2y — (=)=’ +y?)—a2?y _ 8 —5zly4ry?—y®

gt — zi—yd = 4 -y s

Priklad 4.  Pro funkei f(z,y) = 2? + ¢% — 5+/2% — y? +1n(z + /22 = y?) uréete
hodnoty parciélnich derivaci v bodg A, jeli A=(5,4).

ReSeni., Nejprve uréime parcidlni derivace a pak vypoéteme jejich hodnoty v daném

1+ 22
v 0 / 2 ;;::2— i / z?
bodé. "9'£ = 2T — ( z? — y2 + mz\/zz_yn) + _,-_-+2.\/;-2..;2 = 2z — z? — y2 - Vzi—y? +

+ \/Tl—z‘ Na jednodus{ tvar uZ nemusime upravovat, ale rovnou dosadime soufadnice
zi-y

bodu A. Pak -g—f(A) =10—-3 — %—5 + % = —1. Parcidlni derivace podle proménné y je
—2y

af _ 2y Iy/=2-y2 =] — ¥ o dosazeni
By 2y + zz\/zi—yﬂ Y Y+ s Vzi—y? (z+\/r‘—y2) 1 P &

B =8+ R f=grB sy

Ptiklad 5. Uréete obé parcidlni derivace funkee f(z,y) = arccos (y* — 6) 4+ 5="¥,
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Reseni. Parcidln{ derivace podle proménné z je 3 —i =5%"V.1n 5. 443 y; parcidlni derivace

podle promé&nné y je 5 —i = ——ﬁ% + 5=y -1115-3: = \/uyﬂflyzyﬂ—ss +57"Y.In5. 4,

P¥iklad 6. Uréete ob& parcialni derivace funkece f(z,y) = asinzy + /Y cos Ty.
Reseni.

ﬂ 2\/_51nmy+yx/§cos:cy y\/ﬂsmmy—smwy( y\/_)—l—yﬁcos:cy,
345_:3 zcosmy+2fcosmy T ysmzy_coszy(x\/_-{-z\/_) /¥ sin zy.

Priklad 7, Uréete parciilni derivace 2. fédu funkee f(z,y) = arctg %—zﬂfi

_,[ — 1 , 2(2x-3y)—(2z43y)2 _
ReSeni. Parcialn{ derivace podle proménné z je 3= = (BT 2372 =
{2r—3y)? 4z —Gy—d7—6 —6 . sy, . - . .
= [FEag)r (é)xﬂﬂr I(My_a;), L= Tz73oy7 © Parcidlni derivace podle proménné y je

af _ 1 , 3(2z—3y)~(2z+43y)(=3) __ (2z-3y)" , Bz—8y-+6z409y __ 6z
gy 14( gz y? (2z-3y)* T (22 -3y) T+ {22+3y)? (2z-3y)? T 4ri4ay?
' cr1e vadw Of — __6yBz  _  dBzy . 82F _ —6(4z’+8y%)+46y-18y _

Parcidlni derivace 2. fadu: 57T = [Tty = [AeTrognT Bady = (7157

— 54y*—24z% 8°f _  —6z-18y _  —108zy
T (dzT49yTTY ByT T (dziteyi)? {4z249y?)2°

Piiklad 8. Uréete parcidlni derivace 2. ¥adu funkce flz,y) = Ti%%

ReSeni. Prvni parcidlni derivace zadané funkee jsou:

8f _ 2sinzcoszr __ _sin2z , 8f _ —sin?z-2 cos y{—sin y) _ sin’x-sinZy
dr = 14cos?’y T 1+tcos?y! Jy (2+cas? y)? X - (1-{-.cc:.-32 v . .
Parcidln{ derivace 2. fadu jsou: _I l%if:;’;s%xy; ai gy =~ ZSin "Efjcc::ﬂy;)’; siny) _ ?'1“_1_2:;:;’;?;’
a_!i . sin? z.2 cos 2y(1+cos y) ---snn2 z-sin 2y-2{1+cos? y)-2 cos y- {—sin y)
ay? — (l-l-t:os2 ME
_ 2sin? £ cos 2y{14cos? y)+2sin? z-sin? 2y 2sin® T{cos 2y+cos 2y-cos? y+sin? 2y)
“ (1+4cos? y)? {1+cos? y)3

Priklad 9. Urgete parcidln{ derivace 2. #adu funkee flz,y) = ’:3—2 + ar giy—

2
ReSeni. Prvni parcidln{ derivace jsou: g£ = & 4 1_4-1_)5 ZTIE - TI + _:}er 353. =
= 2z 4 —_Lf_f_ 7 a %ﬁ = L. —z? _ 14_-::2- Parcidlni derivace druhého #adu jsou:
zity v 143V y
4 2 a 4 3 4 a3 q 2 2
a*f _ 2 2y{z"+y*)~2zydz® _ 2 2z7y+2y"—Bz 'y _ 2 2y =67y 8°F _ _ 2z7y
zr = 3t Ty = 5+ TRanst = 5+ Enh 5 = i o

85 __ =2z(zity?)+zlaz® _ arfoozy? _ 2z{z*—y?)
dydz ~ (zi4+y?)? - t:i+y!§ - (=I+y2)2 ’

Priklad 10. Vypoctete hodnoty viech parcidlnich derivaci prvniho i druhého #4du
funkce f(z,y) = =iy —- + 3v/z — 4,/§ v bodé B = (1,4).

ReZeni. —-f 2:z:y—i- + 2f = 2y + 2 x3 + 2\/55 FE(B) = 8+32—1—% = 41,5,

%§=z2—-%% f,ay(B)_l—B 1=-8,

2
%%5:2%%—4;1/—, &[(B)=8—96-0,75 = 88, T5.
iii_

S E g B = a =g
aiay = 2z + 4, 6I8y(}3)—2+16_18
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Priklad 11. Urgete vSechny parcidln{ derivace 9. fadu funkce zadané predpisem
f(z,y) = arccotg (zy) + log, (° - /7).

-, 4
- " af — S5z \/ﬁ — 5 _ .
ReZeni. 3r = Tifzqr T 5 ¥InT T TinT T T§ziger
5 1

g
%25 = —I-i-_;ﬁy_"' + xﬁ-\/_ﬁ’r = 2y‘}n7 - Eq::_:"yr;
R A

Priklad 12. Urgete parcialni derivace 1. ¥idu funkce zadané pfedpisem

f(z,y) = arctg , /% + 34/y? — 4z2.

ReSeni. &L = 1 _._ 1 —2(y+21)-2(y~21) =8z y+2z VyFlT | 4y
az 1+ﬁ:_-§-§ 2\/#;;: {y+2z)3 44/y?—4z? 2y 2/y—27 {yi2:x)?

.2z — —Vy+3z _ 2z = -1 _ 2z _ _ 142z —
\/yz._,“:a Vvy—2z(y+2z) \/y’—n;:c’ Vi—2z\/y+iz /yn_qz:r Vy—Zr/y+2z

= —_1t2zr

a Vyl—4z?]

=1 . _ 1 . ytla—pi2sr 2y = ¥+2T  VYFIT 42 y _

VUOMEE o eR T TImaE T s it 2Vyi-az?

— __ =yt + ¥ — z + ¥ — _ 2z+y?
yWy=2z(y+2z) 24/y2"4x2 v\/y?—4z? 2\/y?—4z? 2yy/y? —4z?

12

QB

Priklad 13. Urgete vSechny parcidln{ derivace 2. #4du funkce zadané pfedpisem
f(z,y) = gln 573% — Lin (1622 — 942),

4x-+3y

Seni., 8f — 1. 4z43y  4(4z+3y)—4(dz—3y) 1, 82z _ 1 24 _ iz _
Regeni. Bz — 8 4z-dy {4z fay)? 8 16z7-5y7 — § ' T6z7-9y7 — Tezi-gy7 —
— _3y—4z . 4z —3y — 1 .
T 16z7-gy? — (4z—3y)(4z+3y) — ~ dztay)
ar _ 1. 4z4+3y —3(4z43y)—3(dz—3y) 1, _-18y _ -3z Sy —_ _—12x49y
dy — B 4r-3y {(4z+3y)? B 16z2-0y7 — 16:2—9y2+4(16z=—9y2) T a{16z7gy7) T

I

= —3(4x—3y) _ -3 gy _ 4 ., &f _ - 9
= 4(16:2—9y2) T d4(4z43y) Bz T (4z+3y)7 dzdy (dzF3y)7! ay? — i(dz+3y)?"
Priklad 14. Vypoé&téte hodnoty viech druhjch parcialnich derivaci funkce
F(z,y) = (32% + 4y%) - e+ v bods € = (1, 1),
ReSeni. Parcialni derivace 1, radu jsou: .
gﬁ‘ =6z " +¥° +(32% + 4y?) - 2z - et +0” = ozt (6z + 6z° + 8zy?);
oy =8y e ™ 4 (307 1 4y?) . 5 g2 o5y 4 gg20 4 12y%);
Parcidlni derivace 2. fadu jsou: :
—g-%,; = ex’+y3 . 211’](632 + 6.'123 + 8my2) + ez2+y3(6 + 181:2 + 8y2)’
240, -1 = 1-2(6+6+8)+1(6+18+8) = 40 + 32 = 72,
]
ai:?a'% =3y? . 2"+ (62 + 623 + 8zy?) + e+ . 16y = E‘?;Ta{?;
2L1,-1) = 3(6+6+8) — 16 = 60 — 16 = 44;

dxdy
SF = 37X+ By o+ 9277 1 12yt) 4 e+ (8 4 1802y 48y%);

341, —1) =3(~8+ 9+ 12) + (8 — 18 — 48) = 39 — 58 = 19,
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ASYMPTOTY GRAFU FUNKCE JEDNE PROMENNE

Ptiklad 1. Uréete rovnice viech asymptot grafu funkee f(z) =z 4 2,

ReSeni. Danéd funkce neni definovand pro ¢ = 0, v tomto bodé muaZe funkce mit
svislou asymptotu. Existence svislé asymptoty je dokdzdna, pokud alespoir jedna jed-

nostranna limita je nevlastni. Jeliko lim_I_ (z+ ) =0+ or =0+ 0o = oo (ptipadné
z—0

lirgl (z+3%) =0+ = =0-00 = —0o0), mé graf této funkce asymptotu o rovnici
r—L=

¢ = 0, coZ je osa y. Symbolem 0% rozumime kladné &islo bl{¥ici se nule, 0~ zdporné &islo
blizici se nule. Daéle zjistime, zda m4 graf asymptotu o rovnici y = kz + g. Vypodteme
k= lim It = lm (1+3)=1 aq=zl{xi1m(m+%—m) =I_l_1.ri1m% = 0. Druhd

r—teoo z—:too
asymptota grafu funkce ma rovnici y = z.

Priklad 2. Urlete rovnice viech asymptot grafu funkee f (z) = 82’4225

T

ReZeni. Tato funkce opé&t neni definovans pro z = 0. JelikoZ 1im+ M’:I—‘s =2 =
r—0
= —oo (pfip. lim -3’:—2133—4 = 00), je pfimka o rovnici ¢ = 0 asymptotou grafu dané
r—0-
funkce. Ke zjisténi dalsi asymptoty vypoéteme k = z}i?m é-ﬁjj"—“f’ = xllolilm it =
= lim £ =3 (dvakrat pouZito I'Hospitalovo pravidlo vg= lim (8224225 3. =
2 P
z—zkoa r—too T
= lim 225 = 2 P¥mkay = 3z + 2 je tedy druhou asymptotou grafu dané funkce.
z—toe T P &

Priklad 3. Uréete rovnice viech asymptot grafu funkce flz) =%+ Z.

ReSeni. Definiénim oborem dané funkce je R\{0}. V bodé& z = 0 uréime jednostranné
limity: lim (% + &) = co-+oo = oo, (pfipadad lim (% + %) = lim (%(3+2)) =
z—0 r—(— T~

r
=00 (3~ 00) = 00+ (~00) = —00). Asymptotou grafu funkece je p¥imka o rovnici z = 0.
a 2
Uréime dalsi asymptotu grafu funkce (o rovnici y = kz + q) k = lirszl 4‘11;;3— =
I—TIT00
= I_l_i‘I:EDO s IEIEOD 125 = 0 (v tomto ppadé jsme pousili I'Hospitalovo pravidlo) a

g = 1in1:‘1 (% + 2) = 040 = 0. Po dosazeni do rovnice piimky dostaneme rovnici
I—ILoQ

druhé asymptoty y = 0.

Priklad 4. Najdéte rovnice viech asymptot grafu funkee f (z) = T4y

4—-z?

Regeni. Defini¢nim oborem funkee je R\{-2,2}. Op&t budeme poéitat jednostranné

. . 2 . 2 ) 2 . 2
limity: lim £4 = oo, (ev. lim Z% = —0), lim =t = oo, (ev. lim £El =
Twms Pt T r——2- 2= T3t 47T
= —o0). Graf funkee mé asymptoty o rovnicich £ = -2, z = 2. Vypodteme jestsd smernici
3 ]
=2 1 .
2
.« . . ) B 1 . 2z
asymptoty o rovnicl y = kz k= lim = = lim =*L — |i;m -2z _ -
yoiptoty y T ¢ r—tea I rbeg d4z—z7 2 oo 4=3z?
. 2 . s
= Ihrdr:im —25z = 0 a tsek ¢ = Ill’lﬁr:lw f—_’*'z—lz = xhrilm f;z = -1, Dalf asymptota grafu
— —
dané funkce ma rovnici y = —1.

Pfiklad 5. Najdéte rovnice viech asymptot grafu funkee f(z) = L + -1

3ir r=5"
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ReSeni. Defini¢nim oborem funkce je R\{0,5}. Jednostranné limity v bodech z = 0

az =5 jsou IEI’%}]_*-(‘:% +~x—lg) = 00— 1 = o0 (ev. ::Egl—(% +23) = —o0 -3 =
R 1 —_ —_ :
~o) lm (5 + 755) = k4 00 = oo (ev. Jm (g + 7)) = & — o0 = o),

JelikoZ jsou vSechny uvedend limity nevlastni, jsou piimky o rovnicich z = 0 a z = 5
asymptotami grafu funkee. Ové&fime existenci asymptot ve tvaru y = kz + 4. Spoéitédme
1

E?.{-::-—-E

_ : — : 4z -5 — : 4 - : 4 _ v
b= Bm ETEE =l opfess, o AR sy = MW i = 0 ajeste
qg= lir:E (32 + —25) =040 = 0. Graf funkce ma tedy jedté asymptotu o rovnici y = {.

T—Iroa

Priklad 6. Uréete rovnice viech asymptot grafu funkce f(z) = e —ry

T —al

Reseni. Dani funkee je definovand, jestlize plati e* — e2 # 0, to znameni z # 2.

Vypoéteme lin21+ ;,;—i? = o0 (ev. 1i1121 e—,lfe-f = —co)}. Limity jsou opét nevlastni, to
r— T—2™
znamena, %e pfimka o rovnici z = 2 je asymptotou grafu dané funkce. Vypodteme
P J ymp g yp
dale rovnice asymptot ve tvaru Y = kx + g: smérnice k = ligl ?('?1—_;:3')‘ U této funkce
. Ir—+1 oo

musime vypoéet rozdélit na dvé ¢asti, zvlast proz — co a pro z — —o0, nebot tyto limity
jsou, jak dile uvidime, rfizné. k; = Ilizrolo x(ezl_eg} = oofoo =0,q = zli’rglo ex—lgf =0 A
déle &y = :li’l;l_lm :(e=1-e=) = _m(é_e,) =0aq = rli.lzlme_‘_l—? = gig = — . Rovnice
viech asymptot jsou: g = 2,y=0,y= wfz-.

Priklad 7. Najdéte vSechny asymptoty grafu funkce f(z) =z ~ Barctg (+1)+ L.
ReSeni, D(f) =R\{0}. Vypoéteme li%1+ (z—3 arctg(z+ 1)+ 1) = —3. T +00=co,
(ev. lim (z — 3arctg (z+1)+ 1) =-3. T—oco= —~o0). Z toho plyne, 3e asymptota

z—0=
rovnobéZnd s osou y m4 rovnici g — 0, tzn. asymptotou je osa y. Hledejme déle asymp-

- 1 )
totu o rovnici y = kz +¢q: k= i IZ3rctglz+i+l lim (1 22x Mutz(zthl) +7) =

z—to0 z z—+too
= 1—-3(—;&5{1—[-0 =lag= lirdrzr (z—3arctg (z+1)+1-3) = Hlil (—3arctg (z+1)+1) =

=-3-(£F)+0= :1:32—". Graf dané funkce mé asymptoty o rovnicich z =0, y = z — 3¢

2
ay:m—i—%".

I

Piiklad 8. Najdéte rovnice viech asymptot grafu funkce f(z) = WSS

Reseni. Defini¢nim oborem dané funkce jsou viechna redlns ¢isla, to znamend, e graf
dané funkce nem4 asymptoty rovnobézné s osou y. Pokusme se najit asymptotu o rovnici

x —

-_ ¢ = 1 _-“—] = et 1 = ———L '
Yy = kz +q. Vypoéteme k = xgrilm WriEn) Oag :E_lirinc’o Wes Il{:ﬂr:am III\/@

d + I : * I : _- . t 1. 4 v L] Ld ¥’
Plati zlingo _—-——Izl\/l-l-—;ly la ,—.-lil-r.lm ——F‘/@ 1. Dostali jsme dvé& rlizna g, a tedy také
dvé asymptoty o rovnicich y=1lay=-1.

Priklad 9. Uréete rovnice viech asymptot funkce f(z) = I — arctg g
Reseni. Definiéni obor funkce je R\{0}. Vypoéteme ;};].E})(g —arctg ) = ¥ — 7 =0.

Pfimka z = 0 neni asymptotou dané funkce, nebot limita funkee v bodg 0 nenJ nevlastni.
§ —arctg -4y -3 _

Zkusime najit asymptotu o rovnic ¥y = kr+4q: smérnice k = lim = =

z—too
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Usek g = Ikrfm(% —arctg )= F-0= 7+ Graf funkce ma tedy jenom jednu asymptotu,

a to pfimku y = 7.

-

fiklad 10. Najdéte rovnice viech asymptot grafu funkce f(z) = I;_l__zl -+ arccotg 3z.

ReSeni. Definiénim oborem funkce f(z) je mno#ina D(f) = (—o0, ~2) U (—2, o). Pro-

toze Iim2+ f(z) = oo, je pfimka o rovnici z = —2 asymptotou grafu funkce f(z). Déle je
r——
: 2. . z?(1-) . -
EF= lim (3: 1 nrccotgzr) = 1 =7 arccolg dzx — : =7
T—oo \ET2z + x z—lvrzll;lco 3 (1+2) + zl]*r:lx:loo T :llvr:li;loo 1+2 +

-3
+IIH£ 5 = 140 = 1. Vypodet g rozdélime na dva piipady: ¢, = lim (Iz_i'_‘zl-i-

+arccotg 3z —z) = hm (-’—’—2—_—1;;;—"2" + arccotg 3z) = —2+

12.1'

+ arccotg 3z) = hrn (=

+0 = =2, ¢ = 11m (II_l~2 + arccotg3m —z) = hrn (_I =22 1 arccotgdz) =

g—swmpgt TH2
= —2 + 7. (Limlta zlomku pocitana 'Hospitalovym pravidlem.). Pi#imky popsané
rovnicemi y =z — 2 a y = z — 2 + 7 jsou dal3imi asymptotami grafu funkce f(z).

Priklad 11. Najdéte rovnice viech asymptot grafu funkce f(z) = 3’2’2_—'31 + 3=z.

ReSeni. Defini¢nim oborem funkce f(z) je mnozina D(f) = (—o0,3) U (3, 00). Protoze
je lina1+ f(z) = oo, je pfimka o rovnici z = 3 asymptotou grafu funkce f(z). Vypoéteme
Ir—+

] 22— z . z4(2 . 2—-L
b= g (5 = up (SR +5) = i (SFe9) - 2es-
g= lim (¥ Sz) = lim (2;__31 2z) = lim =1t82 = 6. Proto pfimka

z—:too z—tea z—+oo
popsana rovnici y = 8z + 6 je druhou asymptotou grafu funkce f(z).

Priklad 12. Uréete rovnice viech asymptot grafu funkce f(z) = *2F.

rZ

ReSeni. Definiénim oborem funkee je D(f) = (0, oo) Zkusime hledat svislé asymptoty,

tj. rovnob&Zné s osou y: 1irn+ ’:—,’ = lim (ln:r '—5') = —-00 00 = —oa. JelikoZ je tato
z—0 z—0+
limita nevlastni, ma graf funkce asymptotu o rovnici .'17 = 0. Dale poéitdme asymptoty ve
tvaruy = kz+¢q: k= lim ——‘mg-= lim 1—2—5’5— hm —‘-;-_ lun 3'2'5“03'9'— lim l'z‘—f:
I I—oQ . I—rDQ

1
= lim £ = lim 57 = 0. Graf funkece ma tedy jesté asymptotu o rovnici y = 0.

T—eQ I—0oQ

Ptiklad 13. Urgete rovnice asymptot grafu funkee f(z) = zln J;.
ReSeni. JelikoZ musi platit, e 7z > 0 a = # 0, je D(f) =R\{0}. Zjistime, zda mé graf

ww s In & . 2 -3
funkce asymptoty rovnob&iné s osou y: lim zlnZ; = lim —&% = lim T Az
z—0E 0t T z—0% Y

= lirnt(2:z:) = 0. Limita neni nevlastni, proto graf funkce nema svislou asymptotu.

-l

v . . v . zin
Ovéfime existenci asymptoty o rovnici y = kz +¢: k£ = lim Tingr _ lim ln =

' T~—ztoo z r—too

= —co. Z uvedeného vypoétu plyne, Ze graf zadané funkce nema Zadné asymptoty.
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ROVNICE TECNY A NORMALY
GRAFU FUNKCE JEDNE PROMENNE

Ptiklad 1. NapiSte rovnici tetny a normaly ke kfivce y = -fxiﬁ% v bodé T = [1,7).

ReSeni. Nejprve dosazenim do rovnice kiivky spoéitéme yr = 5. Danou funkei zderivy-

: R R 22(2I3"1)—5£2(Z‘2+‘1) _ 4z'—2r_8zi_2477 — =2z%_24-7% 9; e ~
jeme: y' = (Z27=1)7 = (223-1)2 = 2oy Jeliko? smérnice
tecny je rovna hodnoté derivace v bodé dotyku, dosadime do derivace 2 = 1 a dostaneme
— 22472 . e L] - - [
ki =y'(1) = —274— = —28. Rovnice pfimky, kters je uréena bodem (%0, ¥o] a smérnici

kiey—yo = k(z - zy), t0 2namend, e rovnice teCny k dané kfivee v daném bodg je
y—9=—28(z—1), tj. po Gpravé na obecny tvar rovnice pfimky 28z +y — 33 = 0. Nor-
méla je pfimka kolm4a na tednu v hodé dotyku, a proto pro jeji smérnici plati k, = _"le'
Rovnice normély'je tedy y — 5 = %(z — 1), po tpravé z — 28y + 139 = 0.

Priklad 2. Napiste rovnici teény a normaly ke kfivee y = arctg, [ 1335 § dotykovym
bodem T' = {1, 7].

ReSeni. Nejprve opét vypolteme yr = arctg\/é = arctglsé = +. Zderivujeme-li

6
1 . 1 . 1+2I—2I -_— v1+2:1'.' b4 . - '
HefE 0/ (I T Ia(itasi(ites)c omeérnice teény je

danou funkci, je ¢’ =

ky = 5‘4&-‘3 = 32/4—5. Dosazenim vypoétenjch hodnot dostaneme rovnici hledané teény:
y—-§ = %@(m — 1) a po tpravé zv/3 — 24y — /3 + 47 = 0. Rovnice normaly je
y— 5= -—-\%(m — 1), po upravé 144z + 6v/3y — 7/3 — 144 = Q.

Priklad 3. NapiSte rovnice teden ke kiivce y = 1—4_1;5 v jejich priseéicich s kfivkou
_ 1
Y= 1=

1 _ 1
17 = 3= Pro

z # ~1plati 1+ = 1+ z2, 2 toho z(x —1) =0, atedy z; =0 a 3 = 1. Dosazenim
do rovnice kiivky vypoéteme y—ové soutadnice a mime dva priseciky Ty = [0,1] a
I, =1, %] Déle vypoéitime derivaci ' = —(1+2%)"2.2z = —m%)—f a dosazenim

Reseni. Nejprve vypoéteme soufadnice pruseéikd feSenim rovnice

z—ovych soufadnic dotykovych bodt uréfme smérnice obou teCen: k) = 0, ky = -3
Rovnice jedné tedny je y — 1 = 0 a druhé po ipravé z 4 2y — 2 = (.

- Pfiklad 4. NapiSte rovnici tedny ke kfivce zadané implicitné rovnici 2% +y* —4z+5y = 3
v bodé T = [3, 1].

ReSeni. Nejprve vypotteme derivaci implicitné zadané funkce: Yy = —azyi,:—_‘-‘g = 5";}%
Dosazenim z = 3 a y = 1 dostaneme smérnici tecny k; = __%_ Rovnice hledané teény je
y—1= —%(m—3), po tpravé z + 4y — 7 = 0.

Priklad 5. Napiste rovnici tefny a normély ke kiivce zadand implicitné rovnici
ty+3z2 — (y+3)2 =0 v bodé T = [1,-2].

ReSeni. Nejprve vypocteme derivaci implicitné zadané funkce: y = _I“‘;(-S'IF‘S)- Smér-

—24+6

nice tefny k: je hodnota derivace v bod& T'. Dosazenim dostaneme ky = — T3 (—7i3] =
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= —-_il = 4. Rovnice hledané teCny je y 42 = 4(z —1), po Gpravé 4g — ¥ —6=20. Smér-
nice normaly je k,, = -5 = —2. Rovnice hledand normaly je tedy y 4 2 = —i{z = 1),
PO Upravé z + 4y +77 — ¢

Priklad 6. Napiste rovnici té teény ke kfivce Y = arcsinv4dz, kters Je rovnobé&ing
s pfimkou p o rovnici 4z — y =5.
ReSeni. Rovnici pfimky pfevedeme na, smérnicovy tvar ¥ =4z - 5, z nghos vycteme,
Ze smérnice piimky k, = 4. Pak ; te¢na s pfimkou rovnob&ing ma smérnici k, = 4.
Protoge vime, ze smérnice teény je rovna hodnoté& derivace v bodé dotyku, spolitame
. . . . 1 1 1 v e . . .
rvni derivaci dané funkee, o' — o= 4 = . Vyfedime-li rovnici
P V= 7T e z0-4z) 'Y
y' = 4, ziskdme soufadnice bodu dotyku. Takie —-.1 = 4. Po odstranéni zlomky g

z—4zxd
umocneéni rovnice je 1 = 16z — 6422, tj. 64z? — 165 +1=0. Tato kvadraticks rovnice
mé jeden redlny kofen z — -g—. Pak T = [é, 7] a rovnice te€ny je y — T =4(z - ), ti.
16z ~4dy — 24+ 7 = .

Priklad 7, Napiste rovnici té teény ke kifivee y = In (z% + z?), ktera Je rovnobé&ing

s pfimkou p o rovnijci Yy=1-2z,

Refeni. Dan4 funkee je definovand, jestlize plati 73 +2? > 0, po tiprave (z+1) >0,
tzn. 2 > —lazx £Q, tedy z € (~1,0) U (0,00). Po zderivovani dostaneme y' = 3z’+2z

hpp?
Ma-li byt tefna rovnobéZna s danou primkou, musi platit, Ze 5:3%123—” = —2. Z toho
z(2z% 4 5z 4 2) = 0. Pak 71 = 0 (neni v defini¢nim oboru), z, = ~%) %3 = —2 (neni

v definiénim oboru), Dotykovym bodem teény je bod T = [—%, —In 8] a rovnice tedny
mé.tvar2z+y+ln8+1=0. '

Priklad 8. Napiste rovnici tg te¢ny ke kfivce y = gin 2z, kterd je rovnob&ina s pfimkou
porovnici y = z. Ulohu Felte na intervalu (0, )

ReSeni. Protose m4 byt tefna rovnob&ing s pfimkou p, musi byt &, = k, = 1. Po

Cos2z = 2, 2z = A &+ Bod dotyku je tedy T = [65,3?] a rovnice teény je
Y — %: 1{z — I, po tprave 6z — 6y + 3v/3 — 1 = 0,

Priklad 9. Napiite rovnici té teny ke kfivce y = In E’_-i-—li';—_l" kterd je kolm4 na
pfimku p o rovnici 5z — 10y+1=0,

Reseni. Nejprve uréime definién{ obor funkee. 7 podminky 222 + 9z -1 5 g plyne,
Ze D(f) = (- oo, -1_;\/_5) i (;I%ﬁ, o). Rovnici piimky pfevedeme na smérnicovy tvar
¥ = 32 + £, z néhoy vidime, %e k, = 7+ Pak ka¥dd teéna na primku kolmd mj§

smérnici k, = -—73— = —2. Pro uréen{ body dotyku funkei zderivujeme a derivaci poloZime
]

rovonu —2. Nejprve funkei upravime na tvar In z_r'r-j-iz';?l =1Inl—-In(2z? + 2z — 1) =

= ~In(2z% 4 27 — 1). Derivace potom je y' = _E;fzz”Tl' Pro uréeni soufadnic bodu
dotyku fe$ime rovnici —ax—;‘;-ngl = =2, z toho 4z + 2 = 442 + 4z ~ 2, Kofeny této
Toviice jsou z;5 = +1, ale kofen z, = —1 nele?{ v definiénfm obory. Dotykovy bod
ma tedy soufadnice T' = [1,~1In3] a tetna m4 rovaic Yy+In3 = -2(z - 1), po Gpravé
2e+y—2+1n3 =0,
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Priklad 10. Napiste rovnici té tecny ke kfivee y = 29 + 222, ktera je rovnobéZng se

spojnici vrcholu paraboly o rovnici y = 22 L dg 5 bodem [0, 0].

Refeni, Vrchol paraboly uréime bud doplnénim pravé strany rovnice na &tverec nebo
zde bude v¥hodnéj§i nalézt lokdlni minimum funkce. Derivaci Y =2z 44 poloiime
rovinu nule a fefenim této rovnice dostaneme Ty = —2, Po dosazen{ do rovoice paraboly
JiZ zname vrchol V = [-2,—4). Smérnice spojnice vrcholu paraboly s bodem [0, 0]
je ky, = :3'_‘8 = 2. Je-li teéna rovnob&ins s touto pfimkou, pak i smérnice teény je
ki = 2. Znidme tedy smérnici tecny, ale nezndme bod dotyku. Protoze vime, Ze smérnice
teény je rovna hodnoté derivace v bod& dotyku, poloZime derivaci rovou 2 a 2 rovnice
spocitdme r-—ovou soufadnici bodu dotyku, 3 = §z2 + 4z, z toho 62? 4 4z — 2, po

Upravé 3z2 -2z —1 — 0. Resime kvadratickou rovnic] Tip = =2+ 64'”2 a dostdvdme dva

kofeny z; = —1, z, = 3. Méme dva dotykové body (po dopoéitini druhych soufadnic)
i =[-1,00aT, = (3, 3z]. Rovnice prvn{ tetny jey —0 = 2z +1),ztoho 22~y +2 =0.
A druhd te¢na m4 rovnici y — = =2z — %), po tpravé 54z — 27y — 10 = 0.

Pi#iklad 11. Napiste rovnici té normaly ke kfivce flz) = g—%, kterd je rovnobéina
s pfimkou p o rovnici 2z + y+1=0.

ReSeni. Smérnice primky k, = -2, to znamend, Ze i k, = -9 a tedy __.}%I). = -2,

- b I , v I 2 .
Derivace je fi(z) = 3(5I'E'56£+g§3 +2 H‘:-_GF' Pak musi platit -—(—5-;'—“— = =2, tj.
25z% 4 60z + 36 = 16, 2522 +60zx+20=0,522+122 44 =0 5 Ty = —~% 2, = -2
Potom y; = 'é‘, Y2 =1, takZe Ty = [—%, %], 13 = [~2,1]. Rovnice normal jsoun, : y-—é =
= —2(:1:-1—%), po tpravé 10z +5y+3 = 0 ang:y—1=-2(z+2) po tiprave 224+y+3 =0.

Priklad 12. Urgete body z intervalu (0,7), v nich? jsou teCny ke kfivce o rovnici
y = 6sin’z + 8cosd rovnobéZné s osou .,

Resfeni. Je-li teéna rovnobéZna s osou z, pak jeji smérnice &, = 0. Vypoéteme nejprve
derivaci: y' = 12sin - cos z — 24 cos? z-sinz a polofime ji rovnu 0. Plat{ 12 sinz-cosz—
~24cos’z-sinz = 0. Po vytknut{ je 12sinz - cos z(1l —2cosz) = 0, cor podle zndmého
vzorce lze napsat jako 6 sin 2z(1—~2cosz) = 0. Z toho sin 2z — 0,atedy 2z = kv a v in-
tervalu (0, Z) jex; =0, 2y = 3,nebocosz = -51_,— aztoho z3 = I. Body, v nich? Jjsou teény
k dané kiivce rovnobéiné s osou tedy jsou A = [0,8], B = [5.6]a C = [E, 4.

Priklad 13. Vypoététe odchylku kfivky o rovnici y = e* +% o oSy y.

ReSeni, Odchylkou kiivky od 0Sy y rozumime ostry thel, ktery svird osa y s te¢nou
k dané kfivce v jejich priseéiku. Rovnice 05y ¥ je = = 0, a proto prisedik kfivky s osou
vie A=[0,1]. Derivace je = ez2+‘(23: + 1). Hodnota derivace v tomto priseéiku je
smernice tedny ke kfivee v bodg At k=1, Vime, %e smérnice piimky je tangenta
thlu, ktery pfimka svira s kladnym smérem osy z. Je-li tga =1, pak a = T+ Svird-l
tetna thel £ s osou =z, svird stejny dhel i s osou y. Odchylka dané kiivky od osy y je
tedy ¥ (tj. 45°).

Priklad 14. Vypoététe odchylku kfivek y = 4z — z2 5 Yy = 52—2 — 2z,

Reseni. Odchylkou kfivek rozumime ostry thel, ktery sviraji piisluiné teény k témto
- 2 o + hdd
kfivkdm v jejich priseéiku. ReSenim rovnice 4z — 22 = % — 2z vypodteme tedy nejdfive
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priseiky obou kiivek. Po (pravé rovnice je3z(z —4) =0 a z toho z; = 0, 9 = 4.
Nalezli jsme dva priseéiky, a to body A = [0,0] a B = [4,0]). Vybereme nap¥. bod B a
spolitame smérnice obou teden. Pro funkei y = 4z — z2 jey'=4—-2rak = -4 Pro

Yy = %2 -2z jey =z —2aky =2 Dosadime-li do vzorce pro odchylku dvou piimek je
tgp = [F232] = &, a tedy ¢ = arctg %, co? je piiblizné 40°36'. Odchylka danych kiivek je
40°36'. Stejny vypotet bychom mohli provést pro bod A, ale dospéli bychom ke stejnému
vysledku. Zadané kfivky jsou toti# paraboly, jejichZ osy jsou totoZné (pfimka z = 2),

tzn. jsou podle této osy soumérné, tudf? i ob& odchylky jsou stejné.

Priklad 15. NapiSte rovnici tedny a nofmély k parabole y = z? + 4z + 1 v jejim
vrcholu,

ReSeni. Nejprve vypoéteme soufadnice vrcholu paraboly. To miZeme t¥eba udélat
prevedenim rovnice paraboly na tvar y —yy = 2p(z —zv)?. Jey =z + 4z + 1 =
= (z+2)* ~3, tedy y+3 = (z+2)2. Odsud uj vidime, e vrchol paraboly m4 soufadnice
V =[-2,~3]. Ke stejnému vysledku bychom dospéli, pokud bychom hledali soufadnice
vrcholu paraboly jako extrém funkce. Vime, %e v bod§, ve kterém ma funkce extrém, je
derivace funkce rovna nule. Tedy y' = 2z 44, derivaci poloZime rovnu nule, tj. 2z+4 = 0,
odsud ¢ = —2. Dopotitdme y-ovou soufadnici bodu vrcholu a méme opét V = [-2, ~3).
Pro uréeni smérnice teény k; v bodé V potfebujeme znit hodnotu derivace dané funkce
v tomto bod&. Je k¢ = y'(~2) = 0. Rovnice hledané teny je tedy y + 3 = 0(z + 2), po
dpravé y = —3. JelikoZ k¢ = 0, potom normala ke grafu funkce y = z? + 4z + 1 pfisluina
k tetné s dotykovym bodem V mé analytické vyjidfeni * = —2. Teéna v bodé V je
totiz pfimka rovnobé&Zné s osou z, tedy normala mus{ byt pfimka rovnob&in4 s osou y
prochdzejici stejnym bodem V. (viz obr. 11).

\

Obr. 11 Graf paraboly y = 2% + 4z + 1, te¢na a normala v jejim vrcholu.

Piiklad 16. NapiSte rovnici teény ke kiivce y = arccos ;—'_'% v jejim pruseéiku s osou y.

Reseni. Uré{me soufadnice priseciku dané k¥ivky s osou y. Vime, e v tomto priseciku

je z =0, tedy y = arccos g5 = arccos 3 = ¥. Soufadnice prisetiku jsou P = {0, B

K uréeni rovnice teCny potfebujeme znit hodnotu derivace dané kiivky v tomto bodg.
P 1 L 2—z—(z+1)(-1) — off — 1 L2311 V3 :

Jey = iy =)t ak, = y'(0) 7= 2l =>. Rovnice

hledané teény je tedy y — § = ———-?:c, po lpravé y = ——?m + 3.
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TECNA ROVINA A NORMALA GRAFU FUNKCE
DVOU PROMENNYCH

Priklad 1.  Napiste rovnici teéné roviny a normaly k ploie o rovnici z = Ig g—i—f—gg
v dotykovém bodé T' = [~1, 0, ?].

ReZeni. Nejprve vypoéteme tieti soufadnici bodu T, tj. zp = Infg- = Inl = Q.

Pro sestaveni normélového vektory te¢né roviny potfebujeme uréit parcidlni derivace

- . Bz __ 1 . 2(21‘—3y)—2(2r+3y) — 2z-3y 4z—Gy—4z—6y __
funkce. Nejprve podle z: 5 = TEEm (2z—3p)7 T Zx¥dy | T (2zoag)?

— —12y _ =13y . s el . . <9 _ 1 3(2z-3y)+3(2z+3y) _
(2z+37) (22 3y) — iz7-sy7; Parcidlni derivace podle y: oy = T P =
2z—3y | 6z—Y9y+6z+40y - 12z _ 12z P L1t : ,
o (2:-3y)2 = (Zztdy)(2:-3y) — dzi-gy7- Hodnoty parcidlnich derivac

v bod& T jsou 22(-1,0) = 0, %(—1, 0) = 3. Normalovy vektor hledané teiné roviny

je i =(0,~3,~1) nebo (0,3,1). Rovnice tetné roviny je z — 0 = 0(z + 1) — 3(y —0), tj.
3y + z = 0. Normaéla je ptimka kolma na tefnou rovinu v bodé T'. Smérovym vektorem
normaly je norméalovy vektor tefné roviny nebo jeho libovolny nisobek. MiZeme tedy
pouZit § = (0,3,1). Potom parametrické vyjadfeni rovnice normaly jez=-1,y =3t
z=%teR.

Priklad 2. Napiste rovnici teéné roviny k plofe o rovnici z = In V922 — 212 v bodé
T =[1,-2,7]. Uréete té% parametrickd vyjédieni rovnice normaly.

ReSeni. Vypotteme 2(1,-2) =In/9+ 16 = In5. % = 7 21 1 12 == 18z =
zi— zi-2y
1

- 9 . 8 = 3 & & 9z _ 1 1 A —By?) =

= grrgysi 55(1,—2) = 35+ Podobné vypotteme 5y = Vet e (—6y?) =
2

= g;igy a g—;(l, -2) = —]—52-. Pak A = (-235-, S8, -1) nebo libovolny nésobek tohoto

vektoru, napf. (9,-12, —25). Teéna rovina je uréena rovnici 25(z ~In5) = 9(z — 1)-
—12(y+2) nebo po tfipravé obecnou rovnici 9z — 12y—252+251n5—33 = 0. Parametrickd
rovaice normaly jsou: & = 1 + M, y=-2-~12%, z=In5 - 25t,te R .

Priklad 3. Urdete rovnici teéné roviny k ploSe, kterd je zadand rovnici
z = z% + 3ylarctg z + =2 In{ —1vbodé M=[1,1,7.

Reseni. Nejprve vypoéteme 2(1,1) =1 + 1= 3x. Déle uréime parcidlni derivaci

podie proménné z: % = 2m+£i-_y:—z+2mln§+a:2-f- % =3m+—3~"ﬁ—+22§1n§ a podle y:

14z
g;i = 9y arctg x4 z?- (—3%) = Wlarctgz - ”T:. Dosadime soufadnice dotykového bodu
a dostaneme 22(1,1) = 3 + i=%a g—;(l, 1) =3 _ 1. Potom normalovy vektor te¢né

roviny je i = (3, 2% — 1, 1) nebo jeho ndsobek (18,97 — 4,—4). Z analytické geometrie

v prostoru vime, Ze rovnice te¢né roviny je az-+by+cz+d = 0, kde (a,b,¢) je normélovy
vektor roviny, tedy 187+ (97 —4)y—4z4-d = 0. Po dosazeni bodu M jel84+97—4—37 =
= —d, to znamend, %e tend rovina mé rovnici 18z +{(9m —4)y -4z — 14 — 67 = 0.

Priklad 4. Napidte rovnici té teéné roviny k ploSe o rovnici z = z? — dzy + y?, kterd
Jje rovnobé&Zni s rovinou o, jejiz rovnice je z +y +z — 4 = 0.

Reseni. Vypoéteme % = 2z — 4y, g—; = —4z+2y. Hledand tedna rovina ma normélovy
vektor (2xp — dyp, 2y — 4z, ~—1). Soufadnice bodu T sice nezname, ale vime, %e m4-
li byt tend rovina rovnob&¥ni s rovinou g, musi platit (2z¢ — dyg, 2yr — dzp,—-1) =
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= k-(1,1,1), kde (1,1,1) je normalovy vektor roviny g. Tedy 2z —4yr = k, 2yp —dar =

=ka-1= k Refime soustavu rovnic 2z — dyr = —1 a ByT — 4z = —1. 7 toho
T = %, yr = 5 a dosazenim do rovnice dané plochy zp = ——— . Rovnice teéné roviny je
(z—3)+(y— )—l—(z—E—2)—0,pouprave2m+2y+22—1-O

Priklad 5. Napiste rovnici teéné roviny k plo3e, kterd je zadand implicitng rovnici
3z + 4y* + 522 — 39 =0, v bod& T' = [1,2,2].
ReSeni. Vypoéteme parcidlni derivace funkce F(z,y, z) = 322 +4y?+-52% —30: aF = bz,

aF
Ty = = By, %F = 10z. Do derivaci dosadime soufadnice bodu T a dostaneme normalovy

vektor te€né roviny (6, 16, 20) nebo (3, 8,10). Rovnice teéné roviny je 3z+8y+10z-+d = 0,
po dosazeni soufadnic bodu T' dostaneme 3z + 8y + 10z — 39 = 0.

Pf#iklad 6. K ploSe zadané implicitné rovnici arctg z + z%y® — 3ylnz = 0 napiste
rovnici teéné roviny v bodé T' = [0,1,1].

Reseni. g—f* = 1+:u’ + 2zy®, ﬂ = 3z%y? —3lnz a % aF = —-%E. Po dosazeni soufadnic

bodu T do parcidlnich der:vam dostavame normalovy vektor 7 = (1,0,—3). Rovnice
teéné roviny po upravé jez — 3z + 3 = 0.

Priklad 7. K plode implicitn® dané rovnici z? + 4y* 4 42® — 6 = 0 najdéte ty tedné
roviny, které jsou rovnobéZné s rovinou g orovoiciz 4+ 2y +4z—-2=0.

ReZeni. Nejprve vypoéteme %g— = 2:1:, 9E _ gy a 8F aF = 8z. Normalovy vektor roviny

¢ je (1,2,4) a pro normélovy vektor tecne roviny s rovinou p rovnobézné musi platit
(2z7,8yr,827) = k(1,2,4). Porovnanim odpovidajicich soufadnic dostaneme 2z = &,
k k

8yr = 2k, 8zr = 4k, z toho zy = ;, yr = yazr = 5. Bod T leZi na dané plose,

takZe jeho souFadnice musi rovnici plochy vyhovovat. Pak £ -l— B k= 6 feSenim je
ky » = %2. Uloze vyhovuj{ dva dotykové body T} = 1,1 T ] a Tz = [-1,—3%,—1], a pak
jsou feSenim 1 dvé teéné roviny,atom :z+2y+4z=6amn:z+2y+42+6=0.

Priklad 8. Napiste parametrické vyjadfeni rovnice normély k ploSe zadané rovnici
3z

z = arctg 75> v jejim bodé T = [2,0,7].

Reseni. K urfeni smérového vektoru normaily potfebujeme znét obé parcidlni derivace:

8z _ 1 =3 _ ~3(5=5y) . (2 0) =

az 1+(%)2 F—By — 25—50y-}265y?+1—6z-9z7%’ a: o‘
8z __ 1 5(1=3z) _ 5(1—3z) . (2 0)

ay T 14(==E )2 " [5=5y) ~ 25-50y+25y 41— 6z+9z=' ay

Smérovy vektor normaly ma soufadnice ( 10, —1,-1) nebo (3 5,10). Dosazenim z7,
yr do rovnice plochy vypoéteme zp = —F a pak parametricke vyJadrenl rovnice hledané
normaly jez =243,y =5, z = ——+10t teR.

Piiklad 9. Napiste rovnici teéné roviny a normaly k ploSe zadané implicitné rovnici
z? — 3zy + z? — 6 = 0 s danym dotykovym bodem M = [2,1,2].

ReSeni. Normalovy vektor teéné roviny (a smérovy vektor pfisluiné normaély) k plose
zadané rovnici z? — 3zy + z* — 6 = 0 a dotykovym bodem M = [2,1,2] je roven

(§£(2 1,2), 2£(2,1,2), 4£(2,1 2)). V nafem piipads je & = 2z — 3y, & = —3%a

a a_ = 322, Normalovy vektor je tedy (1,—6,12). Rovnice hledané tefné roviny je
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T —06y+12z +d = 0. Dosazenim bodu M do této rovnice dostaneme d = —90, Hledana
tecna rovina ma rovnici ¢ — 6y 4+ 122 — 20 = 0. Piislugnou normalu lze parametricky
popsat rovnicemi ¢ = 2 4 Ly=1-6t z=2+ 12¢, ¢t € R.,

Priklad 10. Napiste rovnic teéné roviny a normaly k ploSe zadané implicitng rovnici
Bt ayt b dy — B2 5= s danym dotykovym bodem M — (1,0,1].

Refeni., Vypoéteme parcidlni derivace: L = 352 4. y! Q—’;— =dzy’ +4a &L = 94,8,

y=4t,z=1-24¢ t c R,

Priklad 11. Najdéte rovnice vSech teénych rovin k plose zadané implicitné rovnici

z? + 4z + y? — 6y + 322 — 6z = 4, které jsou rovnob&iné s rovinou ¢ danou rovnici
242y +6z-3=0.

ReSeni. Hledané teénd roviny, které majf dotykovy bod T, maji normélovy vektor
k- (2,2,6). Vypolteme nejprve parciilni derivace podle jednotlivych proménnych:
5. = 2z 4+ 4, %—‘;—‘ =2y —6a % = 6z — 6, Pro normélovy vektor teéné roviny plat{
(2z7 +4,2yr — 6, 62 — 6) = £(2,2,6). Z porovnani piisludngch soufadnic obou vektord
dostaneme 7 = k—2, yp = k+3azr=+k+1 Bod T je dotykovym bodem teéné roviny,
ale také zéroveh bodem le#icim na dané ploSe. Po dosazeni do rovnice plochy dostaneme
(k~2) +4(k—2) -+ (k+3)2 —6(k+3)+3(k+1)? —6(k+1) = 4, po tipravé 5k2— 16 = 4,
a z toho k = £2. Dostdvime tedy dva dotykové body T, = [0,5,3] a T3 = [—4,1, ~1].
V dal#im kroku uréfme rovnici teéné roviny v bodd Ty: 2z + 2y+62+d; = 0. Dosadime
soufadnice bodu 7} a dostaneme dy = —28. Rovnice tefné roviny je 2z +42y+6z —928 = 0,
po upravé 2 +y+3z — 14 = 0. Podobné vypocteme rovnici druhé tedné roviny: 2z + 2y+
+6z +dy =0, po dosazeni d, = 12, a tedy hledand teén4 rovina je2x+2y+624+12 =0,
po Uprav8 z + ¢y + 3z + 6 = 0.

Priklad 12. Vypoétite odchylku dvou normil sestrojenych v bodech 4 = (3,2,7] a
B =[4,0,7] plochy o rovnici z = V? 4yt

- . s . . . . Br 2z _ T dz — 3 4z —_

ReSeni. Parcialn{ derivace jsou: 3% = e mrertl (3,2) = 5 52(4,0) =1
Oz _ __ 4yl _ _ 2 s — 16 3 — N g

a 5o = e o 7y (3,2) = 38 ay(é:,()) = 0. Smérové vektory normal maji

soufadnice 74 = (£, 15—5, —1) nebo jeho nisobek (3,16,-5) a fig = (1,0, ~1). Odchylka
dvou pfimek je rovna odchylee jejich smérovych vektort, a spocitime ji podle vzorce

. "y . 345
nasledujicim zpasobem: cosyp = 9+256:25' Ty 7:?)- = fﬁ, tedy ¢ = arceoy :7;’—45-,

coZ je pfiblizné 70°35'. Hledans odchylka je o = 70°35'.
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INTERVALY MONOTONIE
A EXTREMY FUNKCI JEDNE PROMENNE

Ar 4 e . # e r ? had
Ptiklad 1. Uréete maxim4ln intervaly monotonie funkce f(z) = 2. Uréete, ve kte-
rych bodech m4 funkece lokdln{ extrémy, rozliste maximum, minimum, 0stré, neostrs,

Reseni. Defini¢nim oborem funkee je D(f) = R\ {—2,2}. Vypoéteme prved derivaci

— 2 2 el . # . ~
funkee fi(z) = 2z(4 ?4 l—:E;:a(x t1 ﬁp. ProtoZe mé dana funkce derivace ve viech

vnitinich bodech defininho oboru, miife mfit lokdln{ extrémy pouze v tdch bodech z,
r . # - “ .. IDI - . Fl
ve kterych je prvni derivace rovna nule. Re$me proto rovnici i-z57 = 0. Jedinym

kofenem rovnice Je = 0. Nyni na &iselnoy osu vyznacime krajn{ body defini¢niho obory
funkce a body npodezfelé z extrému®, tj. body, v nichs je prvn{ derivace rovna nule.
V nalem p¥ipadé rozdsl tyto body mnosinu redlnych &isel na Etyfi intervaly. Zjistime,
jaké znaménko mg prvni derivace v jednotlivych intervalech.
o O . o, ®
-2 0 2
Dané funkee je rostouci na intervalech (0, 2) a (2, 00) a klesajici na intervalech (—oo, —2)
a (—2,0). Jelikos Je funkee klesajici v néjakém levém okolf bodu 0 & rostouci v néjakém
pravém okol! boduy 0, mé v bodé ¢ = ( ostré loldlni minimum, Jiné lokéln{ extrémy

funkece nema4.

Priklad 2. Uréete maxim4ln{ intervaly monotonie funkce flz) = (%%:—_"IZIF. Uréete, ve kte-
rych bodech mé funkee extrémy, rozlifte maximum, minimum, lokalni, absolutni, ostré,

neostré,

ReSeni. Definiénim oborem funkce je D(f) =R. Uréime prvnf derivaci funkee fl(z) =

_ Sz(z’+1)‘-(4z’+1)-2(:’+1)-2z — 8z%482-16:%—4z __ 4p_g.9 e %t
= (=TF1)¢ = Gy = Tz71)3- Derivaci polo#ime rovou nule

a feSime rovnici F—I%;B—I’;%- = 0. Po dpravé 4z (1 - 2z%) = 0, z toho 1 =0, 293 = i%z:.
Ziskané body vyzna&ime na ¢iselnou osu a zjistime znaménka derivace ve vzniklych
intervalech, jak je uvedeno na, nasledujicim schematu,
@ e & S
[ ] [ ] [ ]

Y2 0 V2

2 2
Z grafického zndzornén{ je vidét, Ze funkee je rostouc na intervalech (o0, — 32£) a (0, 3,?)
a klesajici na (—%—5, 0) a (%—5, o). V bodech z5 3 = :i:-%z ma funkce lokaln{ ostrg maxima,

kterd jsou zéroveii absolutnimi neostrymi maximy ( f (— %i) =f (32@) = %) V bods

1 = 0 mé funkce lokaln{ ostré minimum. Dangd funkce mtse mit absolutni minimum

pouze v bodé &y = 0, ale protoze Je f(0) = 1 vétsi nes li[in r:f;%)' = 0, nema funkce
100

absolutni minimum.

Priklad 3. Je dédna funkee flz) = I%% Uréete, ve kterych bodech mé funkce lokalni
extrémy, rozliste maximum, minimum, ostré, neostré.

ReSeni. Dan4 funkee je definovand pro viechna kladnd redlna &isla, tedy D(f) = (0, 00).

. . L.z?ln 2.2 - s .. 1
Derivace je fl(z) = & Pr = 1 3;“’:. Resime rovnici =0, z toho Inz = 7

a tedy z = \/e. Uréime znaménka prvni derivace v intervalech (0,/e) a (e, x0).
® e

0 )
0 Ve

1-2Inzx
23
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Funkee je tedy rostouci na (0, ve) a klesajici na (1/&, 00). V bodé z = ve mé dané funkee
ostré lokdlni maximum. Funkce nems minimum.

Priklad 4. Uréete maximaln{ intervaly monotonie funkee f(z) =z-e" 5, Urcete, ve kte-
rych bodech mé funkee lokdlni extrémy, rozlifte maximum, minimum, ostré, neostré.

Reseni. Funkce je definovan na mnoziné D(f) = R\ {0}, Funkei zderivujeme a vysle-
dek upravime na jednodu#si tvar flz) =e s +z.e~v .52 = e =(1+ 2). Derivace
funkce je rovna nule v bodé z = —1. Opét graficky zndzornime znaménka prvni deri-
vace v intervalech, které dostaneme, zndzornime-li na &selnou osu nulovy bod derivace
a krajni body defini¢niho oboru.

& S &
L] L8]
-1 0
Ze schematu je vidét, %e funkce je rostouci nia intervalech (—oo, —1) a (0, o) a klesajici
na intervalu {(—1,0). Ostré lokalni maximum m4 funkee v bodé ¥ = —1. Funkce nem4

lokdlni minimum.

Priklad 5. Uréete maximalni intervaly monotonie funkce f(z)=In*z +6lnz+5,
Urcete, ve kterych bodech ma funkee extrémy, rozlifte maximum, minimum, ostré, ne-
ostré, lokdlni, absolutni.

ReSeni. Funkce je definovana pro z > 0, tedy D(f) = (0, 00). Derivace funkce ie fl(z) =
2lnz- £ + £ Derivaci polofime rovnu nule a feSime rovnici 2 (Inz + 3) = 0. Refenim
je z = e, Derivace je na intervalu (0,e?%) zdporna a na intervaly (€72, 00) kladni. To
znamena, %e funkce je klesajici na intervalu (0,e73) a rostouci na intervalu (e73,00) a
ma ostré lokalni minimum, které je i ostrym absolutnim minimem, v bodé z = e3,

Priklad 6. Uréete, ve kterjch bodech na intervalu {0,27) m4 funkee f(z) = sin 2z + 2z
lokéln{ extrémy.

Reseni. Derivace dané funkee je f'(z) = 2cos 2z + 2. Polojime Ji rovnu nule. Z rovnice
2cos2z + 2 = 0 plyne cos2z = —1, z toho 2z = 7 + 2k7, tedy = = 7+ km ke Z.
Na intervalu (0,27) le#{ dva takové kofeny, a to z; = Fazy= 5’—2’1 Déle vime, Ze plati
—1 < cos2z < 1, tale -2 < 2cos2g L2, atedy 0 < 2cos2z 42 < 4. To znamena, %e
derivace je stile nezdpornd, a tedy funkce je na celém intervalu (0, 27) rostouci, takze
nema Zadné lokéln{ extrémy.

Priklad 7. Urgete, ve kterjch bodech md funkce f(z) = Ve =34 /T=z absolutni

extrémy. RozliSte maximum, minimum, ostré, neostré.

Reseni. Musi byt splnény podminky z — 3 20aT7—-z>0,to znamena, ze definiénim
oborem dané funkce je interval D(f) = (3,7). Absolutni extrémy funkce budeme hledat
v krajnich bodech tohoto definiéntho oboru a v bodech lokélnich extrémii. Proto uréime

derivaci funkce f/(z) = 5 \/i-a -3 \/;_z. Derivaci poloZime rovau nule a po jednoduché

upravé fedime rovnici /7 — z = /z — 3. Refenim je kofen = = 5. Absolutni extrémy
mohou tedy byt pouze v bodech z = 3, 2 =5 azx =7 Vypolteme, %e ie f(3) = 2,
f(8) = 2v2 a f(7) = 2. Zavérem miZeme Fici, Ze funkce md v bodech z = 3 a z = 7
neostré absolutn! minimum a v bod& z = 5 m4 ostré absolutni maximum (které je
i ostrym lokélnim maximem).
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Ptiklad 8. Uréete, ve kterych bodech md funkce f(z) = z-v/8 — 22 extrémy, a u kazdého

rozlifte, zda se jednd o max1mum minimum, lokélni, absolutni, ostré, neostré. Uvedte i
neexistenci extrému.

ReSeni. Definiénim oborem funkce je mno¥ina D(f) = (—2v/2,2v/2). Derivace funkce
* — had 2 -_— 2 — L4 o W L4 ’ ,
je fi(z) = vV8—=2? +x- 2'\/82“’:'::, = (5\/:_):52: = —\875%. Dand funkce miZe mit lokdlni
extrémy pouze v bodech, kde je jeji derivace rovna nule. ReSenim rovaice %ﬁ = 0 jsou

body z; = -2 a z; = 2. Nyn{ zjistime znaménka derivace na intervalech (—2v2, -2),
(—2,2) 2,2\/~ 2).
L e L ] EB ] e e
-2v/2 -2 2 2v/2
Funkce ma tedy v bodé z; = —2 ostré lokdlni minimum a v bod& z; = 2 ostré lokilni
maximum. JelikoZ je f(~2v2) = f(2v/2) =0, f(-2) = —~4 a f(2) = 4, m4 funkece f(z)
v bodé z; = ~2 také ostré absolutn{ minimum a v bod& z» = 2 také ostré absolutni

maximum.

Priklad 9. Urcete, ve kterych bodech mé funkee f(z) =2 4 In(3 — 2z — z?) extrémy,
a u kaZdého uréete, zda se jednd o maximum, minimum, lokéini, absolutni, ostré, neostré.
Uvedte 1 neexistenci extrému.

ReSeni. Definiénim oborem funkce je mnoZina D(f) = (~3,1). Proto¥e dand funkce ma
derivaci ve viech vnitfnich bodech svého definiéniho oboru, mdZe mit lokaln{ extrémy
pouze v téch bodech z, ve kterych je f'(z) = 0. JelikoZ je derivace f'(z) = ;=2=2&
muiZe mit dana funkce pouze jeden lokélni extrém a to v bodé z = —1.

(o] ] e o]

-3 -1 1
Snadno vidime, Ze pro viechna a € (—3,—1) je f'(z) > 0 a pro viechna z € (—1,1) je
f'{z) < 0. Proto ma funkce v bodé £ = —~1 ostré lokdlni maximum, funkce ma v tomto
bodé také ostré absolutni maximum. Funkce nema minimum.

Ptiklad 10. Urcete maximalni intervaly monotonie funkce f(z)} =
kterych bodech ma funkce lokalni extrémy, rozlifte maximum, minimum, ostre neostre

Reéeni Nejprve vypoc‘iteme defini¢ni obor funkce. Musi byt splnény podminky 41 # 0
a 271 > 0, jejich feenim je D(f) (——oo —-1) U (1, 00). Uréime derivaci funkce f'(z)} =

z+1 r4l1—z41 __ —
=1- Sy = 1— (m-—-l)(r+1) zg 1 Dand funkce ma derivaci ve viech vnitfnich

bodech definiéniho oboru, miZe mit tedy lokalni extremy pouze v bodech, kde je deri-
vace rovna nule. Rei{me rovnici : T =0, tedy 2?2 — 3 = 0, jejimi kofeny jsou z = ++/3.
Na schematickou &iselnou osu vyneseme nulove body derivace a krajni body definiéniho
oboru a vypoéteme znaménka derivace v intervalech (—oo, —v/3), (—v/3,-1), (1,v3) a

(V/3,0).

&) S &

] Q (8] ( ]

-3 -1 1 V3
Funkee je tedy rostouci na intervalech (—oo0, —/3) a (1/3, c0). Funkee je klesajici na in-
tervalech (—\/?3-,—1) a (1,\/5). V bodé z = —/3 mé funkce lokalni ostré maximum,
v bodé z = /3 mé funkee lokaln{ ostré minimum.
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INTERVALY KONVEXITY A KON KAVITY

Piiklad 1. Naleznéte maximalni intervaly, na kterjch je funkee jedné proménné

fla) = 2 + 423 — 1822 + 122 konvexns & konkavni, a naleznéte inflexni body grafu této
funkce.

Refeni. Defini¢nim oborem funkce jsou vSechna redlnd &sla. Konvexitu, konkavitu a
inflexni body grafu funkce uréme pomoci druhé derivace. Je f/(z) = 4% +12z2 —36x+12
a f'(z) =122+ 24236 = 12(z ~1)(z+3). Druh4 derivace nabyva hodnoty 0 v bodech
z1 =1 awzy = —3. Na &selné ose znizornime tyto kofeny a naptiklad metodou nulovych
bodd uréime znaménka druhé derivace v intervalech (—00,~3), (—3,1) a (1,00). Druh4
derivace je v prvoim intervalu kladné, ve druhém zdporni a ve tfetim opét kiadna.
Z toho plyne zavér, %e funkce je konvexn na intervalech {—o0, —3) a (1,00) a konkévni
na intervalu (—3,1). Inflexn{ body ma funkce v bodech Ty =1az; = -3, tj. inflexnimi
body grafu funkee f(x) jsou body I, =[1,~1], I, = [—3,—225].

Priklad 2. Naleznéte maximaln{ intervaly, na kterych je funkee flz) = In i;g;
konvexni & konkdvni, a naleznéte inflexnt body grafu této funkce.

ReSeni. 7 FeSeni podminky i=2z > 0 plyne, Ze definiénim oborem funkee ie interval
D Y 152£ > 0 plyne, , j

1 1 w , . ., t — 142r —=2—-4z-244z _ -4
(~%+3). Vypofteme prvai a druhou derivaci: fl(z) = 1FE& tza7 — = it

(=) = ﬁ%-ﬁ),. Druhé derivace miize byt rovna nule jen pro z = 0. Snadno vy-

podteme, Ze druhd derivace je kladn4 na intervalu ( — %, 0) a zdpornd na intervalu (0, -21-)

To znamens, Ze funkce je konvexni na intervaly (—%, O) a konkdvn{ na intervalu (0, -1-).
Inflexni bod m4 funkee v bodg z = 0, tj. inflexni bod grafu funkee f(z) je bod I =0, 0].

Priklad 3. Naleznste maximalni intervaly, na kterych je funkece flz) = arctg T
konvexni & konkivni, a naleznéte inflexn] body grafu této funkce.

ReSeni. Dand funkce je definovand pro viechna z € R\ {2}. Jeji prvni derivace je

l( )_ 1 2z—4—31x __ — . —q d ha deri . " _

fiz)= Py (2z=07 T IT-T6z41642? = 337-1est1s Aruhd derivace je f(z) =
S Pt ( ) + +

_ _ 4(10z-18) = _ 8(5z—8) .y . 8 .

~ (z*-16z+16)7 = (8z7-16z516)7+ Druhd derivace je rovna nule pro z = =. Na &isel

nou osu znazornime D{f) a nulovy bod druhé derivace a uréime znaménka vzniklych
intervali,

S & &

s

5 2

Kfivka je konvexn{ na intervalech (2,2) a (2,00) a konkdvn{ na intervaly (—oo, ).
t].

15
Inflexni bod ma funkce v bodsé z = j. inflexnim bodem grafu funkce f(z) je bod
I'=[§,—arctg 2].

)

8
51
8
57

Priklad 4. Naleznéte maxim4ln{ intervaly, na kterych je funkce flz) = z . e2-627
konvexni & konkavni, a naleznite z-ové soutadnice inflexnich bodd grafu této funkce.

ReZeni. Definiénim oborem funkee jsou vSechna realns &sla. Vypoéteme prvni derivaci
funkee f'(z) = 278" 1 4. ez—ﬁxz(—IZm) = e?=62(] 12z2). A nyni uréime druhou
derivaci funkee f"(z) = 62‘6“’2(—12:1:)(1——12m2)+e2“6"2(—24m) = 122e>757" (1222 - 3) =
= 3626?~5%" (422 — 1). Vyraz €252 je pro viechna z kladny, takZe nutnou podminkou
pro existenci inflexnfho bodu grafu dané funkce je 36z(4z* —1) = 0. Z toho z; = 0,
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Tag = :}:%. Tyto body opét miiZeme zndzornit na &fselné ose a zkoumat znaménka
druhé derivace v jednotlivych intervalech, které jsme ziskali. Vysledek je znazornén na
nasledujicim schemati,

S & o @
] T ® .1
—3 0 3
Dana funkce je tedy konvexni na intervalech (w%, 0) a (%, co) a konkdvni{ na intervalech
(—oo0, -1y a (0,1). Inflexni body ma funkce v bodech T ==—3, 2 =0az = 7.

Priklad 5. Naleznéte maximaln{ intervaly, na kterych je funkce f(z) = 42 — sinz + 5
konvexni & konkavni, a nalezn&te inflexni body grafu této funkce.

Reseni. Funkee je definovans pro viechna redlnd &sla. Prvni derivace funkce je f'{z) =
= 4 — cosz, druhd derivace f"(z) = sinz. Funkee je konkdvni na intervalech, kde je
sinz < 0, tedy na ((2k — 1)m,2k7), k € Z, a konvexn{ na intervalech (2km, (2k + 1)),
k € Z. Inflexnimi body grafu funkce jsou vSechny body o soufadnicich [kr, 4k + 5], kde
ke Z.

Priklad 6. Naleznéte maxim4lni intervaly, na kterych je funkee f(z) = 5% konvexni
¢ konkévni, a naleznéte inflexni body grafu této funkce.

ReZeni. Defini¢nim oborem dané funkce jsou viechna redlnd &sla. Vypoéteme nej-

r 1] . 2 2 — s‘ 4 2 I k) 3
prve prvni derivaci f/(z) = & (2(22;;*_5'_)6)23 iz _ ?;I'j'_ig)ﬂ a déle druhou derivaci funkce

£ ) = (242°4108x)(22%+6)2~(6x* +5422).2(2224+6) 4z _ (24z%+1082)}{22%4-6)— (6245427} -8z _
)= (Zz7+6)" = (@z7+6)2 =
72z(0—z7)

= i) Druhé derivace je rovna nule pro z; = 0, z, = -3, 3 = 3. Tyto body
zndzornime graficky spolu se znaménky druhé derivace ve vzniklych intervalech.

] e 9 @ 2

-3 0 3
Vidime, Ze na grafu dané funkce jsou t#i inflexni body, a to I; = [-3,-Z], I, = [0,0],
Iy = [3,%]. Funkee je konvexni na intervalech (—00,—3} a (0,3), konkavn{ na inter-
valech {—3,0) a (3, 00).

Prikiad 7. Naleznéte maximaéln{ intervaly, na kterych je funkce f(z) = arctg e”
konvexnf & konkdvni, a naleznéte inflexn{ body grafu této funkce.
Regeni, Definiénim oborem funkce jsou viechna redlnd &isla. Vypoéteme prvni a druhou

) . = T(14e?T)—eT.e27.9 T _ 4z T(1—g?* ,
derivact: f'(z) = giz=, f'(s) = “HEEE 2 = S35 = TUo02. Drubd

derivace se rovna nule, kdy% plati e®(1 — ¢2%) = 0. Z toho e?* = 1, to znamena, Ze
2 = 0. Druhd derivace je pro zépornd z kladni a pro kladné z je zéporna. Funkee je

tedy konvexni na intervalu (~o00,0) a konkévni na intervalu (0,c0). Inflexnim bodem
grafu funkce je bod I = [0, %]

Priklad 8. Naleznéte maximaln{ intervaly, na kterjch je funkce f(z) = = konvexni
¢&i konkdvni, a naleznéte inflexni body grafu této funkce.

ReZeni. Pro defininf obor plati z > 0 a Inz #0,tj. z € (0,1)U(l,00). Vypolteme

. - lian?z—(lnz—1)-2nz-1 - ve .
derivace: f'(z) = l—‘lﬁTl a f'(z) = = (lnqz ) == ihllﬂ‘,; Polozime-li druhou

derivaci rovnu nule, dostaneme rovnici Inz = 2, 7 toho plyne z = €2. Snadno zjistime, Ze
druhd derivace je na intervalu (0,1) ziporna, na intervalu (1,e?) kladn4 a na intervalu
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(€2, 00) opét zaporn4, Funlkee je konvexni na intervalu (1,e?) a konkéyn na intervalect
(0,1) a (e?,00). Inflexn bod grafu funkee mg soufadnice J = [ez, 923]

Priklad 9. N aleznéte maximdlnj intervaly, na, kierych je funkce flz) = ]\l/f konvexn{
¢ konkdvni, a naleznste inflexn{ body grafu této funkece,

Resenti, Definiénim ohorem dané funkee jsou vSechna kladna reglng ¢isla. Prvn{ derivace

L. /TIn z._1 -1, —(21In 2).3./5
je fl(z) = ’—‘/—-ix_“z!._z = %—;l—&—; Druha derivace je f'(z) = 2:“/545:2;, hz)dvE

- . . . 8
= ‘/’?(il;ar 5, Druhé derivace Je rovna nule pro Ing = g, tedy z = e3, 5 z — 0.

bt i ”’ A L - Id - B L4 *
Opét snadno Spocitime, Ze dand funkce Je konvexnf na Intervalu (e3, oo) a konkdvn{ na
' 4

intervalu (O,e%>. Inflexnim bodem grafu funkce je bod I = [eg, 56_3]‘

Pfiklad 10. Naleznste maximéaln{ intervaly, na kterych je funkce flz)=(1 +22).e=z’
konkdvni & konvexni, a nalezngte T-0vé soufadnice inflexnich bodd grafu této funkce,

Re3eni. Definiénim oborem funkee jsou viechpa redlna &sla, N ejprve si uréime prvoi a
druhou derivaci funkce f(z). Dostaneme, e je f{z) = 2z.e—%" & (1 +:e:2)-e“’:2(-—23:) =
= —223 . g=2? 5 F'(x) = —622 . e=2* (—22%). =", (—22) = (—22?) .22, (3 - 222),

Druhd derivace nabyvs hodnoty 0 v bodech T =0, 29 = ——\/g- azTy = \/g Testovanim
f . ' . ™ 1" : 3 3

v jednotlivych intervalech dostaneme, e f(z) < 0je pro xz € (-\/;:, 0) U (O, \/;)

a f'(z) >0proz ¢ (—-oo,—@ U (\/-g‘, oo). Odsud ihned Plyne, Ze funkce f(z) je

konkévni na intervaly ( — 38 (= (- 3,0)u 0,1/2)) a konvexni na intervalech
2:Y 3 2 2

(—o::, —\/§> a < g, oo). Inflexn{ body grafu funkce maji z-ové soufadnice z = :l:\/%- .

Priklad 11. Naleznste maximaln{ intervaly, na kterych je funkce flz)==z. arctg z?
konkdévn{ & konvexni, a nalezngte T-ové soufadnice inflexnich bodg grafu této funkee,

Reseni. Definiénim oborem funkee jsou viechna redlna &isla, N ejprve si uréime Prvni a
druhou derivaci funkee Fz). Dostaneme, %e je f'(z) = arctgz? + . 3%5—,; = arctgz? 4
+ﬁ% a f'(z) = -1%”; + 4::(1-?;-‘:_);1??’-4;3 = —-ﬁ.(ﬁl‘“_}_"f;;u = —-—-_.2..2(‘;2?;’;4). Druha derivace nabyvi
hodnoty 0 v bodech z; = 0,2z, = -3, T3 = /3. Testovdnim v jednotlivych intervalech
dostaneme, %e je f(z) > 0proz e (—o0, =V3)u(o, V3) af'(z) <0proz e (=v3,0)u
U (\'VE, 00). Odsud ihned plyne, 3e funkee f(z) je konvexni na intervalech (—o0, -+ 3) a
(O, {75) a konkavn{ na intervalech <—\"/§, 0) a ( V3, oo). Inflexn{ body grafu funkce maji

T-0vé soufadnice gz — 0az= ++/3.

Pfiklad 12, Naleznéte maximalni intervaly, na kterjch je funkce F(z) = 22 - 9p=
konvexni & konkdvni, a naleznéte inflexni body grafu této funkee.

ReSeni. Opét plati, e je dans funkce definovans pro z € R. Prvn{ derivace ie fl(z) =
= 2z —2¢% a druha " (z) =2 - 27, Polo#ime-li druhou derivaci rovau nule, jee* =15
z toho & = 0. Funkee je konvexni na intervaly (~c0,0) & konkévni na intervalu (0, oo),
Inflexnim bodem grafu funkce je J = (0, -2].
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EXTREMY FUNKCI DVOU PROMENNYCH

Priklad 1. Uréete,-ve kterych bodech m4 funkece f(z,y) = 2® + ¢ —dzy + 2z + y
lokélni extrémy a jakého jsou druhu.

Reseni. Defini¢nim oborem funkce je D(f) = R xR. Funkce f(z,y) mé ve viech bodech
definiéniho oboru parcialni derivace podle obou proménnych, a proto miiZe mit tato
funkee lokdlni extrémy pouze v bodech, ve kterych jsou ob& prvni parcialni derivace rovny
nule. Vypocéteme parcialni derivace a dostaneme: g-g = 3z%—4y+42, 5 --L = 2y—4z+1. Obé
derivace polo#ime rovny nule a fe$ime soustavu rovnic 3z% — 4y 4+2= 0 azy—4dz+1=0.
Z druhé rovnice 2y = 4z~ 1 dosadime do rovnice prvni a po uprave mskame kvadra.tlckou
rovnici 3z — 8z + 4 = 0, jejiZ kofeny jsou 73 = 2 a 33 = 3, pak y; = 2, y2 = =. Ma-li
funkce lokdln{ extrémy, pak jediné v bodech A = (2, 2) nebo B = (3 , G) Vypocteme

. . a2 52 57
druhé derivace funkce a—z-é = 6z, a—y-,[ =2a ?':E'é% = —4. Je —I%(A) = 12, a—y{—(A) = 2

a 2A(A) = —4, a dile ZL(B) = 4, 25(B) = 2 a ££(B) = —4. Dosadime do
vyrazu D(A) = 122 — (—4)? = 8 > 0, funkce mé v bodé A lokilni extrém. ProtoZe je
2
zarovei gg{r(A) > 0, mé funkce v bod& A = (2, 1) lokélni ostré minimum. V bodé B je
D(B) =4-2 ~(—4)* = —8 < 0. Funkce nemd v bodé B lokdlni extrém.

Piiklad 2. Urdete, ve kterych bodech mé funkce f(z,y) = 55-"-33 lokalni extrémy a
jakého jsou druhu.

Refeni. Funkee je definovana pro z € R ay € R\ {£2v2}. Funkce f(z,y) ma ve
viech bodech defini¢niho oboru parcialni derivace podle obou proménnych, a proto miZe
mit tato funkce lokélni extrémy pouze v bodech, ve kterych jsou ob& parcialni derivace
rovny nule. Vypoéteme parcidlni derivace -—L = ;?%.;, —5'5 = :3(;:——%-;,——) a poloZime je

rovny nule. Vznikld soustava rovnic -—r =0 a ——(ﬂ’,—(i{;{%) =0 ma rfeSent z =0, y = 0,

feSenim soustavy je tedy bod (0,0). Druhe parcidlni derivace jsou E,_{- "52——5: g—;é =

_ —2(z*+4)(y*—8)  +ay(z?+4)(y7—-8)-2y _ 6x’y +24y’+16z’+64 B —dz
- (y¥-8)3 = (y2=8)¥ ' Bzdy (—yr‘%'r Po dosazeni

dostaneme g—;{r(0,0) 4, 5;;(0 0) = s! 53%(0 0) =0a D(0,0) = —;1-(-—-) 0>0

a %(0, 0} < 0. Funkce m4 lokiln{ ostré maximum v bodg (0, 0).

Priklad 3. Nalezndte body, ve kterych ma funkee f(z,y) = z* + 2z%y + 222 + 2y* - 3
lokalni extrémy a uréete, jakého jsou druhu.

Redeni. Definiénim oborem funkce je D(f) = R x R. Funkece f(z,y) ma ve viech
bodech defininiho oboru parcialni derivace podle obou proménnych, a proto miZe mit
tato funkee lokalni extrémy pouze v bodech, ve kterych jsou obé parcialni derivace roviy
nule. Urdeme si tedy nejprve ob& parcidlni derivace. Je —-zl = 4z3 + dzy + 4z a —-[ =

= 2z% + 4y. Redme soustavu rovnic 4g® + 4y + 4z = 0 a 222 —l— 4y = 0. Z prvni rovnice
4z (z? +y + 1) = 0 dostdvame, Ze musi byt = = 0 nebo 22 +y+1 =0 Pokud je
z = 0, pak z druhé rovnice dostdvdme y = 0. Neni-li z = 0, pak je 2 4+y+1=0,
a tedy y = —1 — z?. Dosazenim tohoto vztahu do druhé rovnice dostaneme rovnici
—4—92?% = (, kterd nema v oboru redlnjch &sel FeSeni. Soustava rovnic ma proto pouze
jediné fe¥eni, a to bod (0,0). Abychom potvrdili existenci lokélniho extrému, musime si
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urcit hodnoty viech parcidlnich derivac druhého fadu. Je %’; = 122% + 4y 4 4, g—;& =4,
2 2
%‘% = 42. Po dosazeni %-Q—(0,0) =4, g;:,é(o,o) =4, ai:g;((}, 0) = 0. Protoze je D(0,0) =

-

=4-4- 0% > 0, ma funkee flz,y) v bodé (0,0) ostry lokéln{ extrém, a protofe plati
g—z{r(ﬂ, 0) > 0, jednd se o ostré lokdln{ minimum.

Ptiklad 4. Naleznéte body, ve kterych mé funkce f(z,y) = 8z% + y® — 6zy lokalni
extrémy a uréete, jakého jsou druhu.

ReSeni. Defini¢nim oborem funkce je D(f) = R x R. Funkce f(z,y) mé ve viech
bodech parcidlni derivace podle obou proménnych, a proto miZe mit tato funkce lokaln{
extrémy pouze v bodech, ve kterych jsou ob& parcidlni derivace rovny nule. Urfeme
st tedy nejprve obé parcialni derivace, Je 2L = 2422 — 6y a %5 = 3y% — 6z. Rel¥me
proto soustavu rovnic 24z? — 6y = 0 a 3y% — 6z = 0. 7 prvni rovnice 6(4z? — y) = 0
vyjddfime proménnou y = 422, Toto dosadime do druhé rovnice a dostaneme rovnici
3(42®)*~6z = 0. Odsud ihned plyne 48z — 6z — 0, tj. 6z (82z°~1) = 0. Tato rovnice m4
dva kofeny, a to z; =0 a zy = % Témto kofentim odpovidajf postupné y; =0 a Yo = 1.
Soustava rovnic mé tedy dvé feSeni, a to body A = (0,0) a B = (%,l). Abychom
potvrdili existenci lokdlniho extrému, musime si uréit hodnoty viech parcidlnich derivaci

- 0 _ 8% _ & _ . R
druhého Fédu. Je oz = 48z, a;r = By a Eé% = —6. Dile snadno uréime, Ze je

2 2 2 2
S4(4) =0, ZL(a) =g, axds(A) = £L(B) = =6, 24(B) =24 a 24(B) = 6. Protoze
je D(A) =0:0~(—6)? < 0, nemé funkce f(z,y) v bodé A = (0,0) zadny lokalni extrém.
ProtoZe je D(B) = 24 -6 — (—6)? > 0, m4 dana funkce f(z,y) v bod& B = (L,1) ostry
lokdlni extrém, a protoze je %(E) > 0, jedné se o ostré lokaln! minimum.

Priklad 5. Naleznéte body, ve kterych mé funkee f(z,y) =y — 32% +1n (z — y) lokélni
extrémy a uréete, jakého jsou druhu.

ReSeni. Defini¢nim oborem funkce je D(f) = {{z,y) e RxR; z —y > 0}. Funkce
f(z,y) mé ve viech bodech defini¢niho oboru parcialn{ derivace podle obou proménnych,
a proto miZe mit tato funkce lokalni extrémy pouze v bodech, ve kterych jsou obé
parcidlni derivace rovny nule. Urfeme si tedy nejprve obé& parcidln{ derivace. Je gf =

— .2, 1 af _1_ 1 ¥ e md 1 S

= - +—-z_y agy =1 = Re¥me proto soustavu rovnic —z2 4 -5 =0al Pl 0.
Secteme-li obé rovnice, dostaneme —z2 +1 = 0. ReSenim jsou kofeny z; = 1a 2, = —1.
Témto kofendm odpovidaji Y1 = 0 a y; = —2. Soustava rovnic mé tedy dvé feSen,

a tobody A =(1,0)a B = (—=1,~2). Oba body pat¥i do defini¢niho oboru funkee.
Abychom ov&fili existenci lokdlniho extrému, musime uréit hodnoty viech parcialnich
derivac{ druhého Fédu. Je 2 = —2z — ety 2 = ~ir e Ak = rsy7. Dile
urtime, ze je S£(A) = -3, ZL(4) = -1, 2L (4) = 1adile ZL(B) =1, 24(B) = -1
a ai:é%(B) = 1. ProtoZe je D(4) = -3 . (-1)-12 =2 > 0, mé funkce f(z,y) v bods
A = (1,0) lokaln{ extrém. A protoZe je %;(A) < 0, jedna se o ostré lokdlni maximum.,
ProtoZe je D(B) = 1-(-1)-12 = -2 < 0, nemd dand funkee f(z,y) v bodé B = (-1,-2)
lokéln{ extrém.

Pfiklad 6. Naleznéte body, ve kterjch ma funkce Flzy) = e ~2=+¥"+4y+6 opang
extrémy a uréete, jakého jsou druhu.
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Reseni. Definiénim oborem funkee je D(f) = R x R. Funkce f(z,y) ma ve viech
bodech definiéniho oboru parcialn{ derivace podle obou proménnych, a proto miZe mit
tato funkce lokélni extrémy pouze v bodech, ve kterych jsou obé parcialni derivace rovny
nule. Urdeme si tedy nejprve obé parcidln{ derivace. Je 3£ = e —2r Y Hut6(9g _ 9) 4
%5 = e= ~22+y"+4u+6(9y 1 4), Re¥me proto soustavu rovnic e~z Y 4y H6(95_9) =0 a

ez’ —2e+y Hy+6(9y 4 4) = 0, Vyraz e?’—25+y +4316 jo vidy kladny, Yedime tedy soustavu

rovnic 2z — 2 = 0 a 2y + 4 = 0. Refenim je bod A = (1,-2). Abychom ovéfili existenci

lokalnfho extrému, musime uréit hodnoty viech parcialnich derivaci druhého fadu. Je
2 2 2

g_z{r — et —2x+y2+4y+6(2m ~ 2y 4 26:’—2::4—_3,;’+-1y-1-51 %4 — er’—2z+y’+4y+ﬁ(gy + 4)24

2

e a_az"gi = g2 —2s+y*+4yt6(9y 4 4)(2z — 2). Déle snadno urdime, Ze je
3 2

%(A) = 2e, %;(A) = 2e a ;3%%(:4) = 0. Proto¥e je D(A) = 2e-2e — 0 = 4e? > 0,
/ hd L4 4 ’ - . 2 . +

mé funkee f(z,y) v bodd A = (1, -2) lokdlni extrém. A protoze je g—I{-(A) > 0, jedna se

o ostré lokalni minimum.

P#iklad 7. Naleznéte body, ve kterych ma funkce f(z,y) = arcsin (22 4 y? ~ 3) lokélni
extrémy a uréete, jakého jsou druhu.

Regeni. Definiénim oborem funkee je D(f) = {(z,y) ER xRj —1 < z? +y? -3<1},
viz. obr. 9A. Funkce f(z,y) mé ve viech bodech defini¢niho oboru parcidlni derivace
podle obou proménnych, a proto miZe mit tato funkce lokalni extrémy pouze v bodech,

ve kterjch jsou ob& parcidlni derivace rovny nule. Je %5 = T fj_ =7 © 55 =
—(z3+yo—
2y Retenim je ¢ = 0 a y = 0, tedy bod (0,0). Tento bod neleii

T isGrroee
v defini#nim oboru dané funkce, nemiZe v ném proto byt extrém funkce. Funkee f(z,y)
nemd lokalni extrémy.

Piiklad 8. Naleznéte body, ve kterjch ma funkee f(z,y) = 3z + 2y*> — 3lnz ~Iny
lokalni extrémy a urdete, jakého jsou druhu.

Regeni. Definiénim oborem funkce je D(f) = {(z,y) € Rx R; z > 0, y > 0},
Funkece f(z,y) ma ve viech bodech definiéniho oboru parcidlni derivace padle obou
proménnych, a proto mi¥e mit tato funkce lokdlni extrémy pouze v bodech, ve kterych
jsou obé parcidlni derivace rovny nule. Urdeme si tedy nejprve obé& parcidlni derivace.

Je%:B-—%a%:ﬁly—%. ReémeprotosoustavurovnicB—»i—:0&43;-—51’-rO,

po fipravé 3z — 3 = 0 a 4y? — 1 = 0. Redenim prvni rovnice je kofen z = 1. Resenim
druhé rovnice jsou kofeny y12 = i%. Soustava rovnic mé tedy dvé fefeni, a to body
A=(1,3)a B =1, —%)..Bod B nele#{ v defini¢nim oboru funkee, funkce v ném tedy
nemtze mit extrém. Abychom ovéfili existenci lokélniho extrému v bodé 4, musime urcit

hodnoty viech parcidlnich derivaci druhého fadu. Je g% = f«,—, g% =44+ yl—, a 3,—'3;(% =0
Dile snadno uréime, Ze je %(A) =3, g—;f,(A) = 8, %(A) = 0. ProtoZe je D(4) =

=3.8—0=24 > 0, mé funkce f(z,y) v bod& A = (1, %) lokdlni extrém. A protoZe je

%(A) > 0, jedna se o ostré lokalni minimum.



VAZANE EXTREMY

Priklad 1. Naleznéte body, ve kteryeh m4 funkee flz,y) =23 + 3y? vdzané extrémy
vzhledem k vagzebn{ podmince 2z — 2y — 3 = 0. Urete typ extrému.

ReSeni. 7 vazebni podminky miifeme vyjadiit jednu promeénnou, proto pouZijeme
dosazovaci metodu, N apiiklad y = g — 2 dosadime do funkéniho predpisu funkce flz,y).
Tim dostivame funleci jedné proménng h(z) = flz, 2 — 2)==z343 (z—3)2 = 23 352
-9z + %. Nyni vySetiime extrémy této funkce Jedné proménng. Funkce A(z) ma

derivace rovna nule. Je h'(z) = 322462 —9 = 3(2? +22-3), ReSenim rovnice h(z) =0

dostaneme z; = —3 5 Ty = 1. & . O ®

-3
Jelikoz je R'(z) > 0 pro z € (—o0,-3) U (1,00) a h(z) < 0 pro (—3,1), m4 funkee
h(z) v bod& = —3 ostré lokalni maximum a v bodé z = 1 ostr¢ lokélni minimum,

Funkce 2(z) nemg absolutni extrémy ( lim h(z)=—o0g lim A(z) = co). Dosazenim
T=—+—po T—ca

T1 = =3, resp. g, = 1, do vazebn{ podminky dopoéitame Y = —--29~, Tesp. yp = —%.
Funkee f(z,9) ma v bodg (=8, —2) ostré vzans lokdlnf maximum g v bodeé (1, ~3)
ostré vdzané lokdlng minimum (vzhledem k podmince 2z — 2y — 3 0). Absolutni vizans
extrémy funkece J{z,y) nema.

Priklad 2. Naleznéte body, ve kterych m4 funkce flz,y) = 22 + y? vézand extrémy
vzhledem k vazebni podmince zy — 4 = @ Uréete typ extrému,

ReSeni. 7 vazebn{ podminky vyjidiime Jednu proménnoy napf. 2 = i;-, a tu dosadime
do funkéniho predpisu funkce flz,y). Tim dostdvame funke; jedné proménné hy) =
= f( %, y) = i—f— +¥%. Nyni vySetf{me extrémy této funkee jedné proménng, Funkee A( )
mé definiéni obor D(h) = (—o0, 0)U(0, c0). Jelikos ma, funkee A(y) v kazdém bodé svéhe
defini¢niho obory derivaci, mi%e mit extrémy pouze v bodech, ve kterych je jeji derivace
rovna nule. Je A'(y) = —;—g— + 2y = -2-"1;—;2 Z rovnice h'(y) = 0 plyne 2y* — 32 =,
tj. y* — 16 = 0, tedy (y2 — 4)(y? + 4) = 0. Jeding moZnost je y? — 4 — 0, atedy 3, =9

nebo Yo = -2, 8 @ e @

. 0 o
JelikoZ je h'(y) > 0 na (-2,0)u (2,00) a h'(y) < 0 na (~00,-2) U (0, 2), mé funkee
h(y) v bodech Y=-2ay=2ostré lokdln{ minimum. V téchto bodech ma funkee h{y),
Jak lze snadno ukdzat (h(2) = h{—2)), neostré absolutni minimum. Proto m4 funkee
F(z,y) v bodech (~2,-2)a (2, 2) ostré vézané lokdln; minimum a zaroven neostré vazangé
absolutni minimum (vzhledem k vazehni podmince gy — 4 = 0).

Piikiad 3, Naleznéte body, ve kterych m4 funkee flz,y) = 1”‘1; vazané extrémy

vzhledem k vazebnji podminee y — 2z — 1 — 0. Urlete typ extrému,

Refeni. Funkce f(z,v) je definovans provéechnaz € R a viechng, ¥ € R\{0}. Z vazebn;

podminky vyjidiime napiiklad y = 2z + 1, dosadime do funkéniho pfedpisu a dostaneme
2

h(z) = f(z, 22 + 1) = -(2—;3_*_—1)—5, coz je funkce jedné realné proménné s definiénim oborem

2
D(R) = R\ {~1}. Funke zderivujeme: A'(z) = _2,If2«r=+1)(“2;1]-?(2r+1)’-2 = Ze=ae
2r—242

Resime rovnici (2z+1)7 = 0, tedy 2z (I-2)=0. Kofeny rovnice jsou z =0 nebo g = 1,
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Tyto vypodtené body, krajni body defini¢niho oboru a znaménka derivace v jednotlivych
intervalech opét graficky znazornime.
e - S D S

o . .

- 0 1
Ze schematu vidime, e funkece h(z) mé v bod& = = 0 ostré lokdlnf minimum a v bodé
z = 1 ostré lokdlni maximum. Funkce h(z) nemé absolutni extrémy, protoZe plati

lim1+ h{z) = 40 a liml _h(z) = —co. Funkee f(z,y) ma ostré vizané lokiln{ maxi-

T——z z—-—1
mum v bodeé (1, 3) a ostré vdzané lokalni minimum v bods (0,1). Funkce nem4 absolutn{
vézané extrémy.

W

Priklad 4. Naleznéte body, ve kterych mé funkee f(z,y) = ;'% + y% vazané extrémy

vzhledem k vazebn{ podmince % + i— - 1—52- = 0. Uréete typ extrému.

Regeni. Musi byt splnény podminky z £ 0 a y # 0. Funkéni pfedpis upravime do tvaru
flz,y) =% +3 (il;)2 Vidime, %e z vazebni podminky sta&{ vyjadfit jednu proménnou

1 5 1

(napf. y) ve tvaru vy =17 — 7 - Po dosazeni do funkéniho pfedpisu funkece f(z,y)

dostévime funkei jedné proménné A(z) = & +3(& ~ 1)2. Nyni vysetfime extrémy této
funkce jedné proménné. Funkee h(z) ma definidni obor D(h) = (—00,0)U(0, ), a jelikoZ
ma funkee h(z) v kaidém bodé svého definiéniho oboru derivaci, miiZe mit extrémy pouze
v bodech, ve kterych je jeji derivace rovna nule. Je hiz) = -%5+6(5 - 1) =0
Z rovnice h'(z) = 0 plyne 5z — 20 = 0, tj. z =4,
® S &

9 .
0 4
JelikoZ na intervalu (0,4) je h'(z) < 0 a na intervalu (4,00} je h'(z) > 0, m4 funkee h(z)
v bodé = = 4 ostré lokilni minimum. Funkce h(z) mé v tomto bod& i absolutnf ostré

minimum (snadno ukéZeme, e h(4) = 1% je men¥{ nez lim h(z) = ). Dosazenim
I~——0a

z = 4 do vazebni podminky dopog&itame v = 6. Funkce f(z,y) ma tedy v bodé (4,6) ostré

vézané lokdlni i absolutni minimum (vzhledem k vazebni podmince 1 + s~ =0

Priklad 5. Naleznéte body, ve kterjch ma funkce f(z,y) = 2y° 4+ 92% - 60y — 40 vazané
lokélni extrémy vzhledem k vazebni podmince z — /5 — 42 = 0. Urdete typ extrému.

ReSeni. Musi platit y € (—\/5,+\/5). Z vazebni podminky vyjéd¥ime z = /5 — y2.
Po dosazeni do funkéntho pfedpisu funkee f(z,v) dostdvame funkci jedné proménné
h(y) =2y +9(5 — y?) — 60y — 40 = 2y — 9y? — 60y + 5. Nyni vySetfime extrémy této
funkce jedné proménné., Funkee i(y) m4 defini¢ni obor D(h) = R, a jeliko? m4 funkce
h(y) v kazdém bod& svého definiéntho oboru derivaci, mlife mit extrémy pouze v bodech,
ve kterych je jeji derivace rovna nule, Je h'(y) = 6y*—18y—60 = 6(y*—3y—10). Z rovnice
h'(y) =0 plyne (y +2)(y = 5) = 0, tj. 1 = —2 a yp = 5.

& e b
] e
-2 5
JelikoZ je k'(y) > O na (—o0, ~2) ana (5, c0), h'(y) < 0na(~2,5), mé funkce A(y) v bods
y1 = —2 ostré lokédlni maximum a v bod& yy = 5 ostré lokdln minimum. Dosazenim
téchto bodt do vazebn{ podminky dostaneme 2% = 1 a 2% = —20. Refenim prvni rovnice

je ¢ = +1, druh4 rovnice nemd v oboru redlnych Eisel feeni. Funkce f(z, y) ma tedy
v bodech (1,—-2) a (-1, —2) ostré vézané lokéln{ maximum,
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P¥iklad 6. Uréete body, ve kterych méa funkee S(z,y) =5 — 2?2 — 42 vizané lokélni
extrémy vzhledem k vazebn{ podmince Inz +Ilny -4 = Q. Uréete typ extrému.

Re3eni. Z vazebni podmi}lky bychom sice mohli nékterou proménnou vyjadiit, ale bylo
by to jiz komplikovangjsi, pouZijeme proto k vypodtu vazanych extrémn Lagrangeovu
metodu. Vytvofime funkci L{z,y) =5 —22 —y2 4. ) (Inz+Iny —4), ktera je definovang
pro z >0, y > 0. Vypodteme prvai parcidlni derivace funkce L{z,y) podle proménnych
T ay. g—I = -2z + %, % = —2y + % Funkce L(z,y) ma parcidlni derivace ve viech
bodech definiéniho oboru, maZe mit tedy lokdlni extrémy pouze v bodech, kde se obé
prvni parcidlni derivace rovna, Jji nule. Dostdvéme, spolu s vazebni podminkou, soustavy

rovnic: —2z + % =0, -2y + -;} =0, lnz+lny—4=0. 7 prvnich dvou rovnic plyne,

Ze 2% = y2 tedy y = 42, Vzhledem I definiénimu oboru Y = —2 nevyhovuje. Do
treti rovnice dosadime Yy = z, potom 2Ilnz = 4, tj. 2 = &2 Dopoéitime y = ¢?,
A = 2e'. Funkee L(z,y) mt¥e mit lokdln extrém v bodé (e?,e?) pro A = 2. Druhd
parcidlni derivace jsou:’ g—:—‘% = -2 - ;:"—\!', g%- = -2~ 5)‘7, 5‘% = 0. Vypotteme vjraz
Die?,e?) = —4. (—4) =0 = 16 > 0, funkee L(z,y) ma v bods (e?,e?) lokilni extrém.
Protoze je g—:—%(ez, e’) = —4 < 0, m4 funkee L(z,y) v tomto bod& ostré lokaln maximurm.

Funkee f(z,y) m4 tedy ostré vazand lokalnf maximum v bodé (e2,e?)

Priklad 7. Uréete body, ve kterych mé funkce f2,y) = 2 + y vézané lokaln; extrémy
vzhledem k vazebn{ podmince z3 +y3 -2 =0. Urete typ extrému.

ReSeni. Reime Lagrangeovou metodou. P¥sluins Lagrangeova funkce je L(z,y) =
=z +y+ A(® +y* —2), kterd Je definovand pro z € R, y € R. Funkce L{z,y) mi
parcidlni derivace ve viech bodech definiéniho oboru, a proto muZe mit lokaln{ extrémy
pouze v bodech, kde se obg prvni parcidlni derivace rovnaji nule, Je %ﬁi = 1+ 3Az?
a % = 1+ 3Ay®. Dostévime tedy, spolu s vazebni podminkou, tuto soustavy rovnic:
14+3Az® =0, 1+32y2 = 0, £3 +¢° = 2. Z prvnich dvou rovnic dostaneme 2? = 2, tedy
Y = *z. Dosazenim do t¥et] rovnice zjistime, e pro y = —z nem4 soustava rovnic feden],
dosazenim y = z ziskdme z = Ly=lal= ——%. Resenim soustavy rovnic je tedy bod
(1,1) pro A = —%. Urleme parcidlni derivace druhého fddu: % = Bz, %{‘r = GAy,
3%2% = 0. V bodé (1,1) (a A = ~3) dostaneme D(1, 1)=-=2-(-2)-0=4> 0, funkee
L{z,y) ma v bods (1,1) lokdln{ extrém. Protose je %(1, 1} = -2 < 0, m4 funkee L{z,y)
v_tomto bod& ostré lokdlni maximum. Funkee f(z,y) mé tedy vzhledem Ik podmince
z? +y® — 2 = 0 ostré vézané lokalnj maximum.

Pi¥iklad 8. Urdete body, ve kterjch ma funkee fla,y) = %+ % vazané lokdlni extrémy

vzhledem k vazebni podmince x]—g + y% - % = 0. Uréete typ extrému.

Reseni. ReSme Lagrangeovou metodou. Pfsluing Lagrangeova funkce je L{z,y) =
=14 i +A(E+ ;1.; ~ 1), kter4 je definovans proz € R\ {0}, y € R\ {0}. Funkee
L(z,y) mé parcialni derivace ve viech bodech definiéniho oboru, a proto mfi¥e mit lokalni
extrémy pouze v bodech, kde se obg prvani parcidlni derivace rovnaji nule, Je 2L ~

dz

= -'-E:‘lf - —i—?} a % = —yl—, — %j_\ Dostdvime tedy, spolu s vazebn{ podminkou, soustavu
rovnic: ——y — 2 =0, —5]5 - —i—;l =0, %+ !—/% = 1. Z prvni rovnice vyjédifme z = —2),
z druhé y = —2) a oba vyrazy dosadime do tfet{ rovnice. Jejim feSenim je Arg = 1.

Snadno dopo&itime p¥isluini z a y. ReSenim této soustavy rovnic jsou body (-2, —2)
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proA=1a(2,2)pro A = —1. Uréeme parcialni derivace druhého f4du: g;—% =2+ %\-,
g—;—% = ;?y-i- %-1;\-, a—i%‘; = 0. V bod& (-2,-2} (a A = 1) dostaneme D(-2,-2) = s 3—0=

= 5—{4- > 0, funkce L{z,y) md v bods (—2, —2) lokalni extrém. ProtoZe je %(—2, -2) >0,
mé funkee L(z,y) v tomto bodé ostré lokilni minimum. V bodé (2,2) (a A = -1)
dostaneme D(2,2) = -1 . —§)—0=& >0, funkee L(z,y) mé v bodg& (2,2) lokilni
extrém. ProtoZe je g—:—’:{-(2, 2) < 0, ma funkce L(z, y) v tomto bods ostré lokdln{ maximum,
Funkce f(z,y) ma tedy vzhledem k podmince 2 + y% — 7 = 0 ostré vazané lokalni

2
minimum v bodg& (2, —2) a ostré vizané lokilni maximum v bodg (2, 2).

Priklad 9. Uréete body, ve kterych mé funkce f(z,y) = e®¥ vizané lokilni extrémy
vzhledem k vazebni podmince 2 + ¥ —1=0. Reite Lagrangeovou metodou.

Reseni. Prislusni Lagrangeova funkce je L(z,y) = e*¥+ A (z+y—1), kterd je definovana
prozr € R, y € R. Funkce L(z,y) mé parcidlni derivace ve viech bodech definiéniho
oboru, a proto miZe mit lokaln{ extrémy pouze v bodech, kde se obé prvol parcialni
derivace rovnajf nule. Je —g% = ye™¥ + ) a % = ze™¥ + A, Dostdvame tedy, spolu
s vazebni podminkou, tuto soustavu rovaic: yel +A=0,2e¥ + A =0, z L+ y=1 0d

prvni rovnice odedteme druhou rovnici, dostaneme e*¥ (y — z) = 0, a protoZe e*¥ >

pouze y = z. Dosazenim do tfet{ rovnice z{ckime Yy =1 = % Refenim soustavy
. . 1 g L4 4 - r L4
rovnic je tedy bod (3,3) pro A = —3e%. Urleme parcidlni derivace druhého radu:
il 2%L 2 L _ 1 1 11y
-31—% = y%e?¥, 57 = e, azay — tye™¥ + eV, V bodé (3, 3) dostaneme D(5,3) =
2
1. 1 1 1 5 1 _ 3 1 , - ’ ’
= ze1. je¥ — Eed) = —3e? <0, funkce L(z,y) tedy nem4 lokalni extrémy.

Ale pozor, nema-li funkece L(z,y) v néjakém bods extrém, funkce f(z,y) v tomto bodg

mit extrém miZe, jak se presvédéime dosazovaci metodou. Napiiklad vyraz y = 1 — z
. 2 .

dosadime do funkéniho pfedpisu a dostaneme h(z) = f(z,1 — z) = e*~%", co# je funkce

jedné redlné promeénné s defini¢nim oborem D(h) = R. Funkei zderivujeme: h'(z) =
= e*~%'(1 — 2z). Protoie je h'(z) = 0 pro = = L, h'(z) > 0 na intervalu (—00,1) a
h'(z) < 0 na intervalu (1, 00) ma funkee h(z) v bodé = = 1 ostré lokalni maximum,

funkee f(z,y) ma v bodé 313 ostré vizané lokdlni maximum.

%
\\
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PRUBEH FUNKCT JEDNE PROMENNE

Priklad 1. Vysettete prubéh funkee f(z) = 5 i! a nakreslete jeji graf.

ReSeni. Defini¢nim oborem dané funkce je mnogina R\{-3,3}. Dulezitymi body
grafu jsou priseéiky s osami soufadnymi. Dosazenim za ¥ = 0 do funkéniho pfedpisu
dostaneme z = 0, to Jest bod [0,0] je Jedingm prisetikem. Dile zjistéme, zda je funkce
TR L v » . 2 -_— 2 . N
sudé & lichd, Je-li f(z) = 5o57) Pak f(~z) = ﬁ_—)ﬂ; = g—fa;? = f(z). Podle definice je

to funkee sudi, to znamend, Ze jeji graf je soumérny podle osy y.

P . . 2z(9—z3)—z3(—2 , . .
Nyni uréime derivaci funkce fl(z) = =( (zg_)rzz)z( 2 = (giazﬁ)g. Prvni derivace je rovna

nule v bodé€ = 0 a snadno zjistime, Ze je f'(z) > 0 pro kladnd z a f'(z) < 0 pro
zépornd z. To znamend, e funkce je rostouci na intervalech (0,3) a (3,00) a klesajici
na intervalech (—oo, —3) a (-3, 0). Funkee mé ostré lokélni minimum v bods 3 — 0.

Druhd derivace je f(z) = 18(9-::32_(;ii.f)(‘?mn;?)(-zz) - 18(9(;i)2~1)-:222 = 1(‘;92_%4):_:, Cita-

tel zlomku je vidy kladny a jmenovatel je kladny pro |z| < 3. Z toho vyplyva, Ze funkee

je konvexni na intervalu (-3, 3) a konkdvni na intervalech (—00,—3) a (3,00). Funkee

nema %adny inflexni bod.

Uréime asymptoty grafu funkee (a limity v krajnich bodech D(f)). K tomu budeme
2

2 2
- _ . 2 . 2 .
zkoumat limity v bodech z = +3. 211’1%14_ §o7 = —00, IEI;]" §oT = 00, I_lfr_rg+ gz =
. 2 . , [ 14 - , #, L + e

=00, lim &f7 = —c0. To jsou cenné udaje pro sestrojenf grafu a navic vidime, ze

T——3-
graf funkce mé asymptoty rovnob&sné s osou Y o rovnicichz = -3 a z = 3. Vypoéteme

2
z 1

. Py . P ' = . 2 . 1

k= lim 2= = |j;m = — lm +5_-=0¢= lim = lim —— = -1,
r—doo T zoatog I? r—doo Zr—l 1 4 z—sdioo 824 z—doo 771
Graf funkce m4 je$t& asymptotu o rovnici y = —1. Na zaklad& viech t&chto v oétenych
J P y

udajd jiz miZeme graf funkce snadno sestro jit (viz obr. 11).

PFiklad 2. Vy3etfete pribsh funkce f(z) = & — % a nakreslete jejf graf,

ReZeni. Defini¢nim oborem funkee je R\{0}. Graf funkce nems prisediky s osou y.
Priiseéiky s osou z dostaneme feSenim rovnice 2z%2 — 4 = (, tj. = = +/2. Takie body
(V2,0] a [-v72, 0] jsou body grafu. Ve funkénim predpisu se vyskytuji jen sudé mocniny
z, proto je funkce sud4. Toto tvrzeni ov&¥ime: fl—z) = 25— 4 = %~ 2 = f(z).
Graf funkce je soumeérny podle osy y.

Abychom mohli ur&it intervaly monotonie dané funkee, vypodtéme nejprve prvni derivaci:
flw) = (2272 ~4a™) = —4z3 11605 = —4 (55 — &). Polozime prvni derivaci rovnu
nule a budeme Fe$it rovnici ;13— - ;4—,; =0,ztohoz* =4 addle z = +2, Ze znamének prvn{
derivace v jednotlivych intervalech Plyne, Ze je funkce rostouc{ na intervalech (—oo, —-2)
a (0,2) a klesajici na intervalech (—2,0) a (2,00). Ostra lokdln{ maxima ma funkce
v bodech z = £2, f(2) = f(-2) = 1,

Dile vypodteme druhou derivaci: f(z) =12z~% — 80z—6 = 12 _ 3. Druhd derivace

je rovna nule pro LI:—EQ =0, tzn. 3z%2 = 20, z = + 2 tj. po Gpravé ¢ = i%\/-g—g =

H

= :l:bgg. Dosazenim vhodnych é&sel do druhé derivace v jednotlivych intervalech

zjistime, Ze funkee je konvexnf na intervalech (——oo, 2 315> a <'2 315,00) a konkdvni

na intervalech <—24315,0) a (O, -23‘35—?) Graf funkce md dva inflexni body, a to body
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La = [:l:zaﬁ, %Ia-]. Zkoumejme jeité, zda m4 graf funkce néjaké asymptoty. Nejprve

2 4

. 2 . ’ . . T
ilrr%) (% - ) = 1{111})“(_,3—,(1 - Z)) = oo(1 - ) = —c0. Dile jek = lim =TT -
— —_— =100

T 2z2—4 _ 1 4 _ 1e 4 _ T 2 4N _ 1 2z3—4 _
o S = Up s bman=0ag= lim (H-d)= np 2o

Graf funkce tedy ma dvé asymptoty o rovnicich z = 0, y = 0. Tim jsme zdroveh vypodi-
tali limity funkce v krajnich bodech D(f). Graf dané funkce je na obr, 12.

Priklad 3. Vy3etiete pribéh funkce flz) = -1—'*':1:“—” a nakreslete jeji graf.

Refeni. Defini¢nim oborem funkee je interval (0, 00). Funkce neni ani suda, ani lich4,
protoZe D(f) neni soumé&rny podle po&itku. Nejprve vypoéteme prisediky této funkee
s osami soufadnymi. Priseéikem s osou z je bod [-i;,O]. Ziskime ho dosazenim y = 0 do
funkéniho pfedpisu. Priseéik s osou y (vzhledem ke svému D(f)) funkce nema.

V dalsim kroku hleddme asymptoty grafu funkce (a zérovef: limity v krajnich bodech
D(f)): ,;lirf;l+ 1—1'-:"—’ = Ilirf;l+ (1(1 +Inz)) = co(l — ) = —ox. Asymptotou je tedy

pfimka o rovnici z = 0 (tj. osa y). Hledame jests asymptotu o rovnici y = kz 4 ¢:
1 ) . i
k= lim 3pz - Jiy ﬁ:zlL%-#:an: lim 12 = Jim 1 = 0. Asymptotou

I—0CQ L=+ L=+ 00 L—0a
grafu funkce je také p¥imka o rovnici y = 0 (tj. osa z).
+ w i ’ ) - . l' - 1 l —
Nyni budeme poé&tat prvni a druhou derivaci funkee: fl(z) = == i,_'_ ) o i’,”’
—1..2 1 2 —_ —_ ’ . . [
a fl'(z) = === :;nr £ = =zdlzlnz _ 2lng=1 " Pryn{ derivaci poloffme rovnu nule:

tj. rovnice l’;—f = 0 ma kofen z = 1. Ze znamének prvni derivace plyne, Ze funkce je

rostouci na intervalu (0,1) a klesajici na intervalu (1,00). Ostré lokdln (i absolutni)
maximum ma funkce v bodé z = 1, f(1) = 1. Druh4 derivace je rovna nule pro z = /e
(protoze 1‘:;” =0, Inz = %, = \/&). Dosazenim vhodnych &isel do druhé derivace
zjistime, Ze funkce je konkdvni na intervalu (0, ve) a konvexni na intervalu (e, 00).
Graf funkce mé jeden inflexni bod, a to bod [/, 5%] Nyni jiZ miiZeme sestrojit graf

funkce (obr. 13).

Priklad 4. VySetfete prabéh funkee f(z) = % + z? a nakreslete jeji graf.

Re3eni. Definiénim oborem funkce je mnoZina R\{0}. Funkce neni ani sud4, ani licha,
protoZe f(—z) = —1 + 2% # £ f(z). Vypo&teme prisetiky s osami soufadnymi: prise&ik
s osou ¥, (tj. z = 0) funkce nema (vzhledem k D( f)), prisedik s osou z vypotteme
z rovnice < + 2% = 0, if—a- =0, tedy 1+ 2% =0, z = —1. Takto ziskdme bod [—1,0].

Nyni budeme. hledat asymptoty grafu funkce: ,:l.i_.rgl+ (z +2%) = oo, zl_i.rg_ (X +a?) =
= —00, z toho vyplyvi, %e asymptotou je osa y, tj. p¥imka o rovnici £ = 0. Dile

k= 15.1:'{:1 (77 + ) = +oo, proto u¥ graf funkee nem# Sadnou dalii asymptotu. Pro
I —100

sestrojeni grafu potfebujeme jedtd lim (l + 22) = oo,
z—too * ¥

£ e . 3_ 6x2.x?—(2z3-1)-22
Nyni uréime derivace funkee: f'(z) = —% +2z = 2271 a f(z) = G —1)2
4 4 4 3 , . . v
= 8z "if; +2z 2’11'21 = 2(2;‘"1). Prvni derivaci poloZime rovnu nule: 2z — 1 = 0,
a ’, Ld . L4 b * &4 *
3 = -,i;, z = %i. Ze znamének prvni derivace poznéme, %e funkce je klesajici

na intervalech (—o0,0) a (0, %@) a rostouci na intervalu (332@,00) . Ostré lokaln{ mi-
: : & Vi pViy . 3¥2 4 deri ; =
nimum ma v bodé z = 2, f(%*) = ¥=. Druh4 derivace je rovna nule pro z = —1
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(tj. 2(z3 + 1) =0, 28 = ~lLz=-1), Ze znamének zjistime, Ze funkce je konvexni
na intervalech (—oo, —1) a (0, 00), konkdvni na intervalu (-1, 0). Inflexnim bodem grafu
funkce je bod [-1,0]. Graftéto funkee je na obr. 14,

Priklad 5.7 Vysetfete prabsh funkee f(z) = 3—52—,- a nakreslete jejf graf.

ReSen;. Defini¢nfm oborem funkee je mnogina R\{+v/3}. Funkce Je lichd, nebot plati
3

f—z) = ﬁi—%p = ——a—f-;, = —f(z). Vypotteme prusediky s osamj soufadnymi a

zjistime, e funkce pProchdz{ pocétkem, tj. bodem [0,0].

V dal$im kroky najdeme asymptoty grafu funkce: Ijm —f%,— =ooa lim & _

IR +y3t 2
— X=—
= —00. Nalezli jsme zatim dve asymptoty grafu funkce, které Jsou rovnobéing s osou y,
tj. pfimky o rovnicich z = V3az = —V/3. Dal$im vypodtem najdeme je$t& jedny asymp-
3
,_-_'_Ta-a__-:”__-l__ — 8 _
ot k= L S = hm o AR T = -Lg= lm ) =

3 .
= lim I—%ﬂ'—;ﬁ = lim gz o T=7 = 0, asymptotou Je tedy p¥mka

T—4eoo -z t—tog I~z? r—too Fr—1
a3 4
dand rovnicf y = —z. Dale lim -z _ lim 32 - ;o 6z = Foo. Dile
y T—tog 3—z? T—too —27 T—ztog —2 ¥
1 : . 1 __ 31‘2(3—1'2)'-'—"3(—21-') . 8z?_3z9 2t . Gziogt
Vypocteme derivace funkce: fi(z) = 3=z7)2 = mi)",— = =7 a
f”( ) _ (I8:——4::“)(3—-Iz)z+(9r2—.r4)2(3—zz)2:f _ (3-:’)((18;-_4;3)(3_;;2)-}.4;;(9,.-_-2_;;")) _
r)= (3—z2)d - (3—z%)d =
—1229._ 18,0 8 340 6z(x249 s s . . .
= Sdz-12y 1(332__:,4)2 136z —dz’ _ (zfmj')a) + Urtime intervaly monotonie. Prvn{ derjvace

je rovianule pro z = ( g g — +3 (f'(z) = 0 prave kdyz 922 ~ g4 = ¢ z2(9 - 22) =,
th,. 2 =0azg = +3). Ze znamének prvoi derivace Pozname, Ze funkce je klesajici

na (~oo0,—3) a (3, 00) a rostouci na intervalech (—3,-/3), (-v3,v3) a (v/3,3). Funkee

ma ostré lokaln{ minimum v bodé z — =3, f(-3) = g, a ostre lokalni maximum v bodé
z =3, f(3) = -4,

Druhd derivace je rovna, nule pro z = 0. Funice Je konvexni na (—00,~/3) a (0,/3),
konkdvni na (—v3,0) a (V3,00). Inflexnim bodem grafu funkee je bod [0,0]. Nyn{ jiz

miZeme sestrojit graf této funkee (obr. 15).

Priklad 6. VySetfete prabeh funkee flz) = 7 — % —arccosz a nakreslete jeji graf,

Reseni, Nejprve uréime definiéni obor funkce: -1 <2z <1, ti. D(f) =
= (-1,1). Hodnoty funkce v krajnich bodech D(f} jsou f1)y = 2 - 1 =0,82a
f(=1) = F4+d—n = —0,82. Jedinym prisefikem s osamj soufadnymi je bod [0,0].
Graf funkce nems zadné asymptoty.

K uréeni intervalfi monotonie funkce musime nejprve uréit prvn{ derivaci;

filz) = -—%+\/11:T = %%ﬂ. Prvni derivaci pologime rovnunule: —3v/T = 7% 4.4 —
= 0. Je zfejmé, ze pro viechna z ¢ D(f) je vVI—=27 &islo kladné z intervalu (0, 1), a
tudiZ prvni derivace je vidy kladni. To znamend, e dand funkee je na celém svém
definiénim obory rostouci. Funkce mg extrémy pouze v krajnich bodech svého D(f),
a to absolutni maximum + bodé z = 1, f(1) = 0,82, a absolutni minimum v, bodé
T =1, f(~1) = 0, 8.

Pomoc{ druhézderivace funkce ur&ime intervaly konvexity a konkavity grafu funkce:

f(z) = @ = 71—_-—;-,%_-—“7 Druhd derivace ie rovna nule pouze pro z = (,
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Ze znamének druhé derivace v jednotlivych intervalech uréime, e funkece je konvexni na

(0 1) a konkavni na ( 1,0). Inflexnim bodem grafu funkee je bod [0, 0]. Graf této funkce
je na obr. 16.

Priklad 7. VySetfete pribéh funkce f(z) = ze* a nakreslete jeji graf.

Reseni. Definitnim oborem funkce je mno¥ina R\{0}. Funkce neni ani sud4, ani lich4.
Dana funkce neprotind osy soufadné v #4dném bodé.

Budeme hledat asymptoty grafu funkce. Nejprve lim zer = 0.0 = 0. Limita zleva
(=
v bodé z = 0 neni nevlastni, coZ by mohlo nasvédéovat tomu, Ze svisla asymptota v tomto

bodé neemstuJe Pro ovéfeni spoditdme jeSté limitu zprava: 11m+me= = 11m+ % =
z—0 r—0t T

= hm+ —‘—r-- = 111%1 et = oo. Tato limita je nevlastni, a proto ma graf funkce asymp-

z—0 z—
totu o rovnici z = 0. Urc1me _]este zda mé graf funkce asymptoty o rovnici y = kz + ¢.
Nejprve £k = lim zef _ im e =1ladileq= lun (mez ~T)= lun z:(e= ~-1)=

z—koo T r—+oo T+
1 _t.:

= lim £l = lim &5 = lm ef = 1. Nalezli jsme jeité asymptotu o rovnici

z—too T z—}oa —';!' z—too
y==z+ 1. Ddle lim zer = +oo.

I —IroQ .

Uréime prvni a druhou derivaci funkce: f'(:n) = e + m(——f—,- er = ef(1-1) =
=ex - 2=l g f'(z) = — ez(l—-—)-}-e: -—- =er H(1-1+1 Ly=er. X;. Uréime in-

tervaly rnonotome Prvm derivace je rovna nule proz =1. Ze znarnenek prvm derivace
v jednotlivych intervalech vidime, %e na intervalech (—o0,0) a (1,00) je funkece rostouci
a na intervalu (0,1) je funkce klesajici. V bod& z = 1 m4 funkce ostré lokélni minimum,
f(1) = e. Z druhé derivace poznime, %e funkce je konkdvni na intervalu (—co,0) a
konvexni na intervalu (0,00) a graf funkce nema inflexni bod (viz obr. 17).

Priklad 8. VySetfete pribéh funkee f(z) = —5—(-::—1), a nakreslete jeji graf.

ReSeni. Definiénim oborem funkce je mno%ina R\{—1}. Funkce neni ani suda, ani

lichd. Jedinym priseéikem se soufadnymi osami je bod [0, 0].

i

’ v . 3 . -
Nyni uréime asymptoty grafu funkce: zl_l.n-11 Tz = —o0 k = z_l_{zilm A" =
— z? 1 —_ 1 a 1 I T 23 -z(z41)? =2zr.r
B zll.l:Eoo 3(3‘{’1)2 =329= zll»rzir:loo (3("‘11) - 5:I:) - :ll-gzloo 3{z+1 - ::llngzloo 3(:"1)? -

— — 1 2
=-27 vypoctu vidime, Ze graf funkce md asymptoty o rovnicichz = —lay = {z -2,
—_ — b __
Jestd i seiyr = lm g = lip % =0
9z%(2+1)*—6z%(z+1 3z} (z+1)(3(z+1)-2 r?(z+3

Derwace funkce jsou: f'(z) = = (x:(),_.“; () - =L 9();E-+ff)-l‘; =2 = 3(1(73-1)‘2 =
3(3z2+6x)(z+1)° -0 (z4+3)(z+1)* _ 9z((z4+2)(z+1)—z(z+3)) _ 2 .
3(z+1)3 a.fn(m) )=z 9(z+1)8 = g(z+1)4 (..—.+;1)4 Prvni
derivace je rovna nule pro z = —3 a z = 0. Ze znamének prvni derivace v jednotlivych
intervalech plyne, Ze funkce je rostouci na intervalech (—co,—3) a (—1,00) a klesajici
na intervalu (—3,—1). V bodé€ z = -3 m4 funkce ostré lokdln{ maximum, f(—3) = —2,

Druhé derivace je rovna nule pro z = ). Opét uréime znaménka a vidime, Ze funkce je
konkdvni na intervalech (—oco,—1) a (—1,0) a konvexni na intervalu {0, o0). Graf funkce
ma jeden inflexni bod, a to bod [0,0]. Graf je znizornén na obr. 18.



Obr. 13 Graf funkce f(z) = &y

-

Obr, 15 Graf funkee f(z) = ki&z
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Obr. 14 Graf funkee f(z) = ff - x%_

Obr. 16 Graf funkee f(z) = 1 + o2
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Obr. 17 Graf funkce flz) = 35~ Obr. 18 Graf funkce f(z) = T —32 _arccose
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Obr. 19 Graf funkce f(z) = ze* Obr. 20 Graf funkce f(z) = 3(;:1)’
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TAYLORUV ROZVOJ FUNKCI JEDNE PROMENNE

Priklad 1. Napigte Tayloriv polynom 3. stupné funkce f(z) = e* =% v bods q — 1.
Re3eni. Nejprve musime uréit prvni, druhou a tfeti derivaci funkee f(z).

fl(z) = e =% (22 - 1),

f'(z) = e*'~2. (22 —1)(2z — 1) + e*"~% .9 = gz?-z (42? — 4z + 3);

f'(z) = e¥' % (22~ 1)(da? — 4o + 8)+e” "7 (82 ~4) = &% . (827 — 1952 4 18 7).
Nyréf ihned dostdvdme f(1) = ¢0 = L flly=e¥1=1, fllly=¢".3=34 (1) =
=e - 7T=17, .

Je tedy Ty(z) =1 + iz —1) + 2z —1)2 + Tz =103 =z 4+ S —-1)2 + z — 1)
Dalsim vypoétem dostaneme Ty(z) = 3 + 3w — 222 4 Tz3.

Priklad 2. Napite Taylorty polynom 3. stupné funkee f#)=z-e* % ybodé g =92
Reseni. Nejprve uréime pot¥ebné koeficienty, tzn. musime spo€itat prvni, druhou a
treti derivaci funkee f(z).

Flle) =" £ 1.7 . (~]) = g2-=. (1-z).

f1(2) = €% (<1) - (1 - 2) 4 &% (1) = 25 (5 _ )

f'(z) = €7 (=1)- (z - 2) + e2~= = 2~z (3 — ).

Dosazenim ihned dostdvime f(2)=2" =2, f(2) = ¢°. (-1)=-1, f"(2)=¢e.0=0
a f'"(2)=e 1=1. ' ' ‘

Je tedy T3(z) = 2 + Tz —2) + gz —2)2 4 z =20 =d g4 +(z ~ 2)*. Dalsim
vypottem dostaneme T (z) = g +x—2%+ é$3.

Priklad 3. Napiste Taylortv polynom 3. stupné :funkce flz) = 32=L vy bodé a = 1.

3z~2
Reseni. Uréeme nejprve prvn{, druhou a tfet{ derivac; funkee f(z).
P P

f'(m) _ 3(31‘—2)—3(3I—1) _ —3 .

= Bz =37 = [BzozyT

— 32(3z~2)3 15
f'(z) = (8z-2)7 T [@z-2)81

—18-3(3x~-2)2.3 _  _1g2

fn.r(_;r:) = (3:—1‘2)“ = —-—-(32_2)4 .

Koeficienty potfebné pro Tayloriiv rozvoj jsou f(1) = 2, (1) = -3, f"(1) = 18 a
FML) = —162, |
Je tedy Ty(z) = 2——%(3:—1)—!—%(w—l-)z—l—%‘-’-(m—l)a =2-3(z—1)}+9(z—1)2 —27(z—1)3,

Priklad 4. Napiste Tayloray polynom 3..stupné funkce f(:c) = arctg 3z v bodé a = 0.

Reseni, Urdeme nejprve prvai, druhou a tieti derivaci funkce f(z).

—_ 3 _ '35
fi(z) = I+{3z)7 = Tygz7)

f“(ﬂ:)— —3-18z  __ —hdzr |

T (149297 T (TFezTi
1 — =54-(1492%)2—(—542).2.(14+827).18z — =54-(149z%)454z.2.087 54-(-1-92%4362%)
f(z) = (1+9z7)3 = (1F9z7)2 = (1F9z7)3 =
_ 54-(27z2-1) :

T OfenE o ' :

Koeficienty potfebné pro Taylortv rozvoj jsou f(0) = arctg0 = 0, (0} =3, f"(0y=0
a f"(0) = ~54. : :

Jetedy Ty(z) = 0+ 2z + 32 + 52803 = 3¢ gg8,

Priklad 5. Napiste Taylorfiv polynom 4. stupng funkee f(2) =z sin2z v bodé ¢ = 0,
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Reéenf. Nejprve uréime potiebné derivace funkce f(z).

f(z)=sin2z2 + 2 -cos22 .2 = sin2z 4 2z - cos 2z;

f(z) = cos2z - 2+ 2208 2z + 2z - (—sin2z) 2 = 4cos2z — 4z - sin 2z;

f'(z) =4 (~sin2z)-2 - (4sin 2z 4 4z - cos 2z - 2) = —125sin 2z — 8z - cos 2z;

f(“)(m) = —12cos2z -2 —8cos2z + 8z - sin2z - 2 = —32cos 2z + 162 - sin 2z.
Koeficienty pro Taylortv rozvoj jsou f(0) =0, f(0) = 0, F'0) =4, f(0) =0 a
F4(0) = —32.

Priklad 6. Napiste Taylortv polynom 4. stupné funkece f(#) =(z~1) Inz v bode
a=1.

ReZeni. Nejprve uréime potfebné derivace funkee f(z).

f’(m)_: Iilnz 4+ (z—-1). % =lnz+4+1-~ ;l:- =lnz4+1-z"!

fla) =t = (D)ot o7 4 gy T

' (z) =(~1)z™2 + (-2)z~% = —z~2 — 2573

fO(z) = (~1)(=2)z3 + (=2)(—3)z~* = 223 4 6z,

Kg;eﬁcienty pro Tayloriiv rozvoj jsou f(1) = 0, fi() =0, f"(1) = 2, f"(1) = -3 a
FE(1) =8, |

Je tedy Ty(z) =0+ §(z — 1) + =z —1) + Sz -1y + Sz~1)t =

r—1)2 z—1)% 11 29 g 11 1
=(z—1)? - &L 4 (21 =% ~ 5ot — et 4+ 1at,

Priklad 7. Napiste Taylorty polynom 3. stupné funkce f(z) =z arctg22 — z. arctg 2
v bodé a = 1.

Reseni. Nejprve uréime potrebné derivace funkce f(z).

fi{z)=1-arctg2z + z - mlzT)f -2 ~ arctg 2 = arctg 2z + THr — arctg2;

F(e) = v 2 + Ml = Mbepagoes |

o) = 2Hbatses e

Koeficienty pro Taylortiv rozvoj jsou (=0, (1) = 2 7'1) = = ") = —%.
Je tedy Ty(z) = 0+ f(z—1)+ 2 (z—1)2+ “ ¥ (2—1)0 = Ho-1)+Z(2=1)2~ L (z-1)°,
Dalsimi ipravami lze dostat Th(z) = — ot~ TeET + A2 g? ~ 22 73,

Priklad 8. Napiste Tayloray polynom 4. stupné funkee f(z)=In cos z v bodé& a = 0.

ReSeni. Nejprve uréime potiebné derivace funkce f(z).

f(a) = Sz = —tga

1_ .,
f”(:’[.‘) = T Cesizi
f”'(:z) — 2cosz(—sinz} __  2sinc,
- cos? ¢ " cos¥z)
{(4) _ —2cos? 242 sin -3 cos? t{—sinz} _ —2cos®z—6sinz
f (:t:) — cos® x -

costr :
Koeficienty pro Taylortv rozvoj jsou: F(0) 2050, fi(0) =0, f'(0) = ~1, f"(0) = o,

FO(0) = —3,
Taylortv polynom je tedy Ty(z) = —grz? — Zat = _1g2 5zt

Priklad 9. Napiste Tayloriiv polynom 3. stupné funkee f(z) = In 34Z vbodé a=9.

IZ—3  r—3-3-—zx —6

3Fz " (z=3)F = zi—g:

ReSeni. Potfebné derivace jsou: fi(z) =
2T 2 .
f”(:l?) = (32_29)2 = '(,,51._:;)5:
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f’”( ) — 12(r’-9)2—12x-2(x’—9)-2: ~ 12x?_ 10842 —~ —108—3622
T)= (z¥—g)7 = (z2—gy7 = {z2=-9)3 -

Koeficienty pro Taylorfiy r0zvoj jsou: f(9) =In2, F(9) = -4, fl9)=2%a f19) =
= —-§2—4. ';['aylorﬁv poliynom je Eedy 2:3' (z) = ln32-—ﬁ(m—9)—{- ;1?1_5—!(:12-—9)2—-3%‘—5(2:-—9)3 =
=ln2— ﬁ(:c-—Q)-i-gﬁ(m-—Q) -—m(m——g) .

Priklad 10. Napiste Taylortiv polynom 3. stupné funkee flz) = -1—_7_:&; v bodé a =0,
Reseni. Nejprve uréime potfebné derivace funkce f(z).

’ — 8 (14eT)—pTeT _ T
() = S R

f”(.’c) = &T(1+e7) 26" (14.¢5) e* = &(1+e")—2e% = 2: )
= (1Fe)d o (TP = (et
") = (2N (e o) g (1 gy h g (7 26™) (1 o) —3e%(emme?®) _ 2, a
()
= (1+e¥)? - (T+es)7 T (14et
Koeficienty pro Tayloriv rozvoj jsou; f0) =1, f(0) = %) f"(0) =op, F10) = -3
Taylortv polynom je tedy T3(z) = 7+ iz - Far = i+ - z

Priklad 11. Napiste Taylortv polynom 3. stupné funkee flz) = ’iri v bodé a = e,

Reseni. Nejprve uréime potiebné derivace funkce f(z).

Lr—lnz -
f’(a:) — _..—._Ix;”-' —1 .1:!;”:;

L.ty .
f”(:z:) — ~'T (14 Inz).2z - 21:1;;-—3;

fm(m) — 2 -r"’—-(zlna:r:—:i)-az"’ - 1]-—6]nz.

T z
Koeficienty pro Tayloriv rozvoj jsou: fle) = 2, f'(e) =0, f(e) = -, f'"e) = .
: T 2 IS
Tayloriiv polynom je tedy Ty(z) = 1 ser(z—e)? + ez —e)® = —5t+ g - iz Bz

Priklad 12. Napiste Taylortiv polynom 3. stupné funkee flz) = %E:—:; v bodé ¢ = 0.

ReSeni. Uréime potfebné derivace funkee f(z).

TORN 26“(4—-2”)-(4+e’“’)(—e’”)2 = Be®T 26t 4gemygpds o i
f (-Z') = (1=e?)2 = {1—e7)2 = (A=e?)7;

2.-:.2 4 2zy2_ 2.::.2 4—pdzyr_ 2::)_2 _ 2 4 2=)+2 iz _ 4e?= 4x.
- to et Ly o e
f:u(m) =39. (Bezz+434:)(4—82x)3-(—(4{32:-{-:4:)3(4—-22:)2(—-QE:E) _

- 4—pdz -

= 39. (Be2=+4e4=)(4—ez")+6e=’(de:z+e""’) =30. 32eh+]6e""-—Be“’—-deﬁx+24e”+ﬁeh _
- 2% 4z (‘2:22:)4 2:—42 (4'—82:)4 -
= 64 . 18e (4i_1:£)4:te = G4e2z lﬁi(qlfzh:t)qe .
Koeficienty pro Taylorty rozvoj jsou: f(0) = 2, P00 = 3, f(0) = 2 a J'0) = 1203,-.
Taylortv polynom je tedy Ta(z) = £ + L+ ra? a2 = + L+ 80z 4+ 35243,
Piiklad 13. NapiSte Taylordy polynom 4. stupné funkce f(z) = sinz - cosz v bodé
a=I,

4

Reseni. Nejprve ur&fme potiebné derivace funkce f(=z).

F(z) = cos®z — sin z = cog 2z;

f'(z) = —2sin 2z;

F(z) = —4 cos 2z

f%(z) = 8sin 2z, .

Koeficienty pro Taylortv rozvoj jsou: A5 = %, fl(5) =0, F'(E) = -2, "I =0,
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£4(3) =8

Taylortv polynom je tedy Ty(z) = 1 — 52-,—(:1:— N+ ;f—!(:c - =i —(z- P+ iz Iy,
Na obr. 21 si' viimnéte, %e presnost vyjadreni funkee f(z) zdvisi na stupni n Taylorova
polynomu a na vzdilenosti bodu z od body g = T

Y T‘l(m):%*(m—%)z-{-%(m_%)“

Lt

To(z) =Ti(z) = %

v(m) =sinz-cosz

To(z) =Ta(z) = 3 ~ (= - T)?

| /
Ay
|
EE] /
(S IE]

iy R

~1r

Obr. 21 Taylorovy polynomy do 4. stupn& funkce f(z) =sinz - cosz

Priklad 14. Vypotitejte pfibli¥né hodnotu In1,05 pomoci Taylorova polynomu 3.
stupné,

ReSeni. Nejprve musime uréit Taylortiv polynom funkce f(z) =Inz v okoli bodu a = 1.
f(z)=Inz, f(1) =0

Fla)=1, F1) =1

F'(2) =~ 2, f1(1) = —1;

_f"'(:t:) = _;:23_’ f"'(l) = 9.

Tayloriiv polynom je tedy T3(z) = 0+ H(z—1)- gi(z—1)% + FHa—1) = H(-11418z~
~922+22%). Jelikoi plati f(1, 05) = T3(1,05), dosadime z = 1,05 do Taylorova polynomu
a dostaneme: T3(1,05) = 0,048791. Tuto hodnotu si miiZeme ovétit na kalkulagce, kde
dostaneme 0, 048790. '

Ptiklad 15. Napiste Taylortiv polynom 3. stupné funkee y = f(z) zadané implicitns
rovnici 22 +lny —4 =0 v bodé a = 9. _

Reseni. Nejprve si uréime potfebné derivace dané funkce. Prvni derivaci uréime podie
vzorce pro derivaci implicitné zadané funkce. Dal¥f derivace uréime pfimo (podle vzorce

pro derivaci souéinu), proménna y ale nen{ povaZovina za konstantu, nybry je funkei
proménné z, a proto derivaci funkce y oznadime y'.

y' =% = 2y

y" =~y — 2ay; |

,ym — _2yl — 2yi _ 2Ey” — __4yr _ 2.’17y’”.

~ Koeficienty pro Taylortiv rozvoj jsou ¥(2) =1, ¥'(2) = —4, y"(2) = 14 a y"(2) = —40.
Je tedy T3(z) = 1 — iz ~ 2) + 3(z - 2)% - iz —2)° = 21 1197 4 4752 o3,



